Часть II
Предисловие

В первой части данного пособия по применению основ прикладной статистики  в медицинских исследованиях были рассмотрены статистические приемы для работы с количественными данными и, прежде чем мы перейдем к рассмотрению других, более сложных статистических процедур, мы считаем необходимым показать приемы анализа качественных признаков, “сплошь и рядом” используемых в медицине.

В предисловии к части II нам хотелось бы вкратце показать природу различных типов данных (в том числе и количественных), природу шкал, в которых они  могут измеряться. Этот вопрос довольно хорошо рассмотрен в работе /36/.

Факторы и признаки

Значение фактора (переменной) описывает определенную характеристику в виде некоторого численного значения; причем это значение может меняться от человека к человеку или для одного и того же человека во времени.

Примеры: рост в метрах, масса тела в килограммах.

Описательный признак - это некоторая категория (значение) характеристики, к которой индивид  принадлежит или не принадлежит, либо свойство или качество, которым индивид обладает или не обладает.

Примеры: обеспеченность определенными видами медицинского обслуживания, заболевание, госпитализация, группа крови А.

Некоторые характеристики можно выразить только одним способом, тогда как другие допускают представление обоими способами. Например, массу тела можно рассматривать и как фактор (в килограммах), и как признак (есть избыточная масса тела/нет избыточной массы тела). При выборе формы представления важно учитывать причины проведения измерения, требования объективности, надежности и состоятельности, а также - свойства различных измерительных шкал. Эти соображения представлены ниже.

Непрерывные и дискретные факторы

Непрерывным называется фактор, который может принимать бесконечное число значений в любом интервале. Он допускает как сложение, так и деление значений и может измеряться с различной степенью точности при использовании более или менее совершенных методов измерения.

Примеры. Рост (в метрах): 1,83; 1,74; масса тела (в килограммах): 48,7; 90.

Дискретный фактор может иметь лишь конечное число значений в любом интервале. Эти значения обычно (но не всегда) целые числа.

Примеры: число детей в семье; число лейкоцитов; число коек в больничной палате.

Измерительные шкалы

Для измерения данных используют четыре основных шкалы - шкалу номиналов, шкалу рангов, шкалу интервалов и шкалу отношений.

Шкала номиналов (номинальная) или классификаций характеризуется тем, что для отличия одного «измерения» от другого используются имена, метки или ярлыки. Измерение в такой шкале не содержит никаких указаний на величину индивидуального показателя.

Примеры:

1. Исход болезни у пациента можно оценить как выживание или смерть.

2. Государственное законодательство о первичной медико-санитарной помощи может существовать или не существовать.

3. Психические болезни можно классифицировать как психотические и невротические расстройства.

Шкала рангов (или порядковая) обладает всеми свойствами номинальной шкалы, представленной выше, а сверх того она вводит отношение порядка взаиморасположения измерений.

Примеры:

1. Недостаточность питания кормящих матерей и детей в районе, пораженном засухой, можно классифицировать как критическое, тяжелое, умеренное или слабовыраженное.

2. По социальному положению больных можно отнести к богатым,

со средним достатком, бедным.

Шкала интервалов характеризуется численной единицей измерения, так что различия между любыми двумя измерениями явно представимы в виде интервала между двумя точками шкалы. Особенность такой шкалы заключается в том, что как единицы измерения, так и нулевая точка (начало координат или точка отсчета) произвольны и устанавливаются только по соглашению.

Пример: температура тела обычно измеряется в шкале интервалов, единицами которой могут быть, например, градусы шкалы Цельсия  ( С°).

Порядковую шкалу можно привести к виду, похожему на шкалу интервалов, путем приписывания баллов (отметок) различным измеряемым категориям, однако баллы при этом остаются качественными.

Шкала отношений обладает всеми характеристиками шкалы интервалов, а сверх того истинным или абсолютным нулем и устроена таким образом, что отношение двух значений на шкале служит разумной мерой относительной величины двух измерений.

Пример: рост в метрах или масса тела в килограммах. Для каждой шкалы допустимы определенные арифметические операции.

Номинальная шкала. Здесь допустима арифметическая операция «эквивалентности». Например, одна “женщина” эквивалентна другой “женщине” (не совсем удачный пример). Эквивалентные измерения можно объединять в отдельную категорию и подсчитывать. Можно рассчитать также  долю измерений, принадлежащих к каждой категории по отношению к общему числу измерений.

Ранговая шкала. В этой шкале каждое измерение может  быть равным другому (эквивалентным), больше (выше) и меньше (ниже) другого измерения. Разность между парой измерений явно не выражается и разности между упорядоченными измерениями эквивалентны. Снова эквивалентные измерения можно объединять в отдельную категорию и подсчитывать, а затем вычислить долю каждой категории.

Шкала интервалов. Арифметические операции, допустимые в данной шкале, включают все операции, допустимые для ранговой шкалы; кроме того, результаты измерений можно складывать, вычитать, делить и умножать на любую константу, получая интерпретируемые результаты. Сравнение интервалов для этой шкалы имеет определенный смысл и не зависит от масштаба или системы обозначений оценок.

Шкала отношений. Здесь допустимы все арифметические операции, отношение любых двух измерений имеет смысл и не зависит от масштаба.

Количественные и качественные данные

Прежде, чем мы перейдем к дальнейшему изложению, еще раз напомним, что данные можно разделить на две больших категории. 

Качественные (категоризованные) данные  -  это измерения, для которых количественных значений нет,  либо они скрыты. Такие переменные измеряются в номинальной шкале или в шкале рангов. Эти данные называют еще атрибутивными или качественными.

Количественные данные имеют численные значения. Они измеряются в шкале интервалов или в шкале отношений.

 1. Сравнительные и оценочные критерии

1.1. Статистический анализ качественных признаков

Статистические процедуры, с которыми мы знакомились ранее, в основном предназначены для анализа количественных признаков. 

Как мы уже знаем из предисловия к этой части, многие признаки невозможно измерить числом. Например, можно быть либо мужчиной, либо женщиной, либо мертвым, либо живым. Можно быть врачом, юристом, геологом, и так далее. Здесь мы имеем дело с качественными признаками. Эти признаки не связаны между собой никакими арифметическими соотношениями, упорядочить их нельзя. Единственный способ описания качественных признаков состоит в том, чтобы подсчитать число объектов, имеющих одно и то же значение. Кроме того, можно подсчитать, какая доля от общего числа объектов приходится на то или иное значение.

Одним из основных вопросов при работе с качественными признаками является вопрос подсчета долей, нахождения способа оценить точность, с которой доли, вычисленные по выборкам, соответствуют долям во всей совокупности. Здесь нам снова пригодится пример с марсианами /14/.

Вспомним, что экспедиция побывала на Марсе, где были измерены все его обитатели. Хотя ранее не говорилось об этом, но больше всего членов экспедиции поразило различие в пигментации марсиан: 50 марсиан были розового, а остальные 150  -  зеленого цвета (рис. 1.1) .

Как описать совокупность марсиан по этому признаку? Ясно, что нужно указать долю, которую составляют марсиане каждого цвета во всей совокупности марсиан. В нашем случае доля розовых марсиан 

Pроз = 50/200 =0,25       и зеленых  pзел = 150/200 =0,75

Розовые                Зеленые[image: image1.wmf]m


Рис.1.1. Из 200 марсиан 150 имеют зеленую окраску, остальные 50 розовые. Если наугад извлечь марсианина, то вероятность, что он окажется розовым, составляет 50/200 = 0,25, то есть 25%.

Поскольку марсиане бывают только розовые и зеленые, справедливо тождество pроз+ pзел= 1, или, pзел = 1 – pроз. Таким образом, для характеристики совокупности, которая состоит из двух классов, достаточно указать численность одного из них: если доля одного класса во всей совокупности равна  p, то доля другого равна 1 - p. Заметим, что pроз есть еще и вероятность того, что случайно выбранный марсианин окажется розовым.

Покажем, что доля p в некотором смысле аналогична среднему 
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 по совокупности. Введем числовой признак  X,  который принимает только два значения: 1 для розового цвета и 0 для зеленого. Среднее значение признака Х равно:
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Как видим, полученное значение совпадает с долей розовых марсиан.

Повторим это рассуждение для общего случая. Пусть имеется совокупность из N членов. При этом М членов обладают каким-то качественным признаком, которого нет у остальных N - М членов. Введем числовой признак X:  у членов совокупности, обладающих качественным признаком, он будет равен 1, а у членов, не обладающих этим признаком, он будет равен 0. Тогда среднее значение Х равно
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то есть доле членов совокупности, обладающих качественным признаком.

Используя такой подход, легко рассчитать и показатель разброса - стандартное отклонение. Не совсем ясно, однако, что понимать под разбросом, если значений признака всего два: 0 и 1. На рис. 1.2  мы изобразили три совокупности по 200 членов в каждой. В первой из них (1.2А) все члены принадлежат к одному классу. Разброс равен нулю. На рис. 1.2Б разброс уже имеется, но он невелик. На рис. 1.2В совокупность делится на два равные класса. В этом случае разброс максимален.

Итак, найдем стандартное отклонение. По определению оно равно
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где для М членов совокупности значение Х = 1, а для остальных N -М членов Х = 0. Величина  
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= р.

Пропуская преобразования, приведенные  в работе  /3/, покажем, что стандартное отклонение для качественных признаков имеет вид:
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Рис. 1.2. Что такое разброс данных, если значений признака всего два? Возможно, это станет яснее, если вспомнить, что разброс  - это отсутствие единства. Рассмотрим три совокупности из 200 марсиан. А. Все марсиане зеленые. Царит полное единство, разброс отсутствует, 
[image: image15.wmf]s

= 0. Б. Среди стройных рядов зеле​ных марсиан появилось 10 розовых. Единство немного нарушено, появился некоторый разброс, 
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 = 0,2. В. От единства марсиан не осталось и следа: они разделились поровну на зеленых и розовых. Разброс максимален,
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 = 0,5.
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Рис. 1.3.  Стандартное отклонение доли 
[image: image18.wmf]s

 полностью определяется самой этой долей р. Когда доля равна 0 или 1, разброс отсутствует и 
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 = 0. Когда p = 0,5, разброс максимален, 
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 = 0,5.

Найденное стандартное отклонение 
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 полностью определяется величиной р. Этим оно принципиально отличается от стандартного отклонения для нормального распределения, которое не зависит от 
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. На рис. 1.3 показана зависимость 
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 от р. Она вполне согласуется с теми впечатлениями, которые возникают при рассмотрении рис.1.3: стандартное отклонение достигает максимума при р = 0,5 и равно 0, когда р равно 0 или 1. 

Зная стандартное отклонение 
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, можно найти стандартную ошибку для выборочной оценки р. Посмотрим, как это делается.

1.1.1. Точность оценки долей

Если бы у нас были данные по всем членам совокупности, то не было бы никаких проблем, связанных с точностью оценок. Однако всегда приходится довольствоваться ограниченной выборкой. Поэтому возникает вопрос, насколько точно доли в выборке соответствуют долям в совокупности. Проделаем мысленный эксперимент наподобие того, который был проведен в работе /14/, когда рассматривали, насколько хорошей оценкой среднего по совокупности является выборочное среднее. 

Предположим, что из всех 200 марсиан случайным образом выбрали 10. Распределение розовых и зеленых марсиан во всей совокупности, неизвестное исследователям, изображено в верхней части рис. 1.4. Закрашенные кружки соответствуют марсианам, попавшим в выборку. В нижней части рис. 1.4 показана информация, которой располагал бы исследователь, получивший такую выборку. Как видим, в выборке розовые и зеленые марсиане поделились поровну. Основываясь на этих данных, мы ре[image: image433.wmf]График взаимодействий
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шили бы, что розовых марсиан столько же, сколько и зеленых, то есть их доля составляет 50%.

Розовые                 Зеленые

Рис. 1.4.  А. Из совокупности марсиан, среди которых 150 зеленых и 50 розовых, извлекли случайную выборку из 10 особей. В выборку попало 5 зеленых и 5 розовых марсиан, на рисунке они помечены черным.  Б. В таком виде данные предстанут перед исследователем, который не может наблюдать всю совокупность и вынужден судить о ней по выборке. Оценка доли розовых марсиан      p= 5 /10 = 0,5.

Исследователь мог бы извлечь другую выборку, например одну из представленных на рис.1.5. Здесь выборочные доли розовых марсиан равны 30, 30, 10 и 20%. Как любая выборочная оценка, оценка доли (обозначим ее 
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ˆ

) отражает долю р в совокупности, но отклоняется от нее в силу случайности. Рассмотрим теперь не совокупность марсиан, а совокупность всех значений р, вычисленных по выборкам объемом 10 каждая. (Из совокупности в 200 членов можно получить более 1016 таких выборок.). На рис.1.6 приведены пять значений р, вычисленных по пяти выборкам с рис.1.4 и 1.5, и еще 20 значений, полученных на других случайных выборках того же объема. Среднее этих 25 значений составляет 30%. Это близко к истинной доле розовых марсиан 25%. По аналогии со стандартной ошибкой среднего найдем стандартную ошибку доли. Для этого нужно охарактеризовать разброс выборочных оценок доли, то есть рассчитать стандартное отклонение совокупности р. В данном случае оно равно примерно 14%; в общем случае             
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- стандартная ошибка доли, 
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- стандартное отклонение, п - объем выборки. Поскольку 
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Заменив в приведенной формуле истинное значение доли ее оценкой  
[image: image33.wmf]p

ˆ

, получим оценку стандартной ошибки доли:
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Рис.1.5. Еще 4 случайные выборки из  совокупности марсиан.  Оценки  доли  розовых: 30,30,10 и 20%.
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Рис.1.6. Нанесем на график оценки доли розовых марсиан, полученные по вы​борке с рис. 1.4 и четырем выборкам с рис.1.5. Добавим к ним еще 20 выбо​рочных оценок. Получилось распределение выборочных оценок р. Стандарт​ное отклонение совокупности средних — это стандартная ошибка доли. 

Из центральной предельной теоремы /14/ вытекает, что при достаточно большом объеме выборки выборочная оценка  
[image: image36.wmf]p

ˆ

 приближенно подчиняется нормальному распределению, имеющему среднее р и стандартное отклонение 
[image: image37.wmf]p

)

s

. Однако при значениях  р, близких к 0 или 1, и при малом объеме выборки это не так. При какой численности выборки можно пользоваться приведенным способом оценки?  Статистика утверждает, что нормальное распределение служит хорошим приближением, если  n 
[image: image38.wmf]³

 30  /28/  или, если и  n·
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) более 5 /14/.
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Прежде чем “двигаться” дальше, перечислим те предпосылки, на которых основан излагаемый подход. Мы изучаем то, что в статистике принято называть независимыми испытаниями Бернулли. Эти испытания обладают следующими свойствами:

· Каждое отдельное испытание имеет ровно два возможных взаимоисключающих исхода.

· Вероятность данного исхода одна и та же в любом испытании.

· Все испытания независимы друг от друга.

В терминах совокупности и выборок эти свойства формулируются так:

· Каждый член совокупности принадлежит одному из двух классов.

· Доля членов совокупности, принадлежащих одному классу, неизменна.

· Каждый член выборки извлекается из совокупности независимо от остальных.

1.1.2. Сравнение долей

Критерий Стьюдента вычисляется на основе выборочных средних и стандартной ошибки:


[image: image42.wmf]t

= 
[image: image43.wmf]средних

выборочных

разности

ошибка

я

стандартна

средних

выборочных

разность


Выборочная доля 
[image: image44.wmf]p
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 аналогична выборочному среднему. Выражение для стандартной ошибки показано в формуле (1.1). Теперь  можно перейти к задаче сравнения долей, то есть к проверке нулевой гипотезы о равенстве долей. Для этого используется критерий z, аналогичный критерию Стьюдента  t:
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Здесь мы пропустим выкладки, довольно подробно изложенные в /14/, и приведем критерий  z  для долей:
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О статистически значимом различии долей можно говорить, если значение z окажется «большим». С такой же ситуацией мы имели дело, рассматривая критерий Стьюдента. Отличие состоит в том, что t подчиняется распределению Стьюдента, а z -  стандартному нормальному распределению. Соответственно, для нахождения «больших» значений  z  нужно воспользоваться стандартным нормальным распределением  /14/. Однако, поскольку при увеличении числа степеней свободы распределение Стьюдента стремится к нормальному, критические значения  z  можно найти в последней строке критических значений t /1,3/.Для 5% уровня значимости оно составляет  1,96, для 1%  -  2,58.

1.1.3. Поправка Йейтса на непрерывность

Нормальное распределение служит лишь приближением для распределения z. При этом оценка  р оказывается заниженной и нулевая гипотеза будет отвергаться слишком часто. Причина состоит в том, что z принимает только дискретные значения, тогда как приближающее его нормальное распределение непрерывно. Для компенсации излишнего «оптимизма» критерия z введена поправка Йейтса, называемая также поправкой на непрерывность. С учетом этой поправки выражение для z имеет следующий вид:
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Поправка Йейтса  уменьшает значение z, уменьшая тем самым расхождение с нормальным распределением.

1.2. Таблицы сопряженности:  Критерий 
[image: image49.wmf]c

2
Рассмотренный выше метод хорошо работает, если  качественный признак, который нас интересует, принимает два значения (марсианин зеленый  или розовый). Более того, поскольку метод является прямым аналогом критерия Стьюдента, число сравниваемых выборок также должно быть равно двум. Понятно, что и число значений признака, и число выборок может оказаться больше двух. Для анализа таких случаев нужен иной метод. С виду этот метод, который здесь будет изложен, сильно отличается от критерия  z, но на самом деле между ними много общего.

Рассмотрим работу критерия на примере  тромбоза шунтов и  рассмотрим не долю, а число больных с тромбозом /14/. Результаты испытания занесены в таблицу (табл. 1.1). 

Таблица 1.1

Тромбозы шунта при приеме плацебо и аспирина

	                                  Тромбоз есть                   Тромбоза нет

	Плацебо                           18                                         7 

	Аспирин                            6                                        13


Для каждой из групп указано число больных с тромбозом и без тромбоза. У нас два признака: препарат (аспирин - плацебо) и тромбоз (есть - нет); в таблице указаны все их возможные сочетания, поэтому такая таблица называется таблицей сопряженности. В данном случае размер таблицы 2х2.

Посмотрим на клетки, расположенные на диагонали, идущей из верхнего левого в нижний правый угол. Числа в них заметно больше чисел в других клетках таблицы. Это наводит на мысль о связи между приемом аспирина и риском тромбоза.

Теперь посмотрим на табл. 1.2. Это таблица ожидаемых чисел, которые мы получили бы, если бы аспирин не влиял на риск тромбоза. Как рассчитать ожидаемые числа, будет показано чуть ниже, а пока обратим внимание на внешние особенности таблицы. Кроме дробных чисел в клетках можно заметить еще одно отличие от табл. 1.1 -  это суммарные данные по группам в правом столбце и по тромбозам - в нижней строке. В правом нижнем углу  -  общее число больных в испытании. Обратите внимание, что, хотя числа в клетках в табл. 1.1 и 1.2 разные, суммы по строкам и по столбцам одинаковы.

Как же рассчитать ожидаемые числа? Плацебо получали 25 человек, аспирин  -  19. Тромбоз шунта произошел у 24 из 44 обследованных, то есть в 54,55% случаев, не произошел - у 20 из 44, то есть -  45,45% случаев.

Примем нулевую гипотезу о том, что аспирин не влияет на риск тромбоза. Тогда тромбоз должен с равной частотой 54,55% наблюдаться в группах плацебо и аспирина. Рассчитав, сколько составляет 54,55% от 25 и 19, получим соответственно 13,64 и 10,36. Это и есть ожидаемые числа больных с тромбозом в группах плацебо и аспирина. Таким же образом можно получить ожидаемые числа больных без тромбоза: в группе плацебо -  45,45% от 25, то есть 11,36, в группе аспирина  -  45,45% от 19, то есть 8,64. Обратите внимание, что ожидаемые числа рассчитываются до второго знака после запятой - такая точность понадобится при дальнейших вычислениях.

Сравним табл. 1.1 и 1.2. Числа в клетках довольно сильно различаются. Следовательно, реальная картина отличается от той, которая наблюдалась бы, если бы аспирин не оказывал влияния на риск тромбоза. Теперь осталось построить критерий, который бы характеризовал эти различия одним числом, и затем найти его критическое значение.

Таблица 1.2

Тромбозы шунта при приеме плацебо и аспирина: ожидаемые числа

	                        Тромбоз есть
          Тромбоза нет               Всего

	Плацебо
        13,64
                         11,36
                    25

	Аспирин
        10,36
                          8,64
                    19

	 Всего                    24
                           20
                              44


1.2.1. Критерий 
[image: image50.wmf]2

c

 для таблицы 2х2

Критерий 
[image: image51.wmf]2

c

 (читается «хи-квадрат») не требует никаких предположений относительно параметров совокупности, из которой извлечены выборки, - это один из непараметрических критериев, с которыми мы познакомимся. Займемся его построением. Во-первых, как и всегда, критерий должен давать одно число, которое служило бы мерой отличия наблюдаемых данных от ожидаемых, то есть в данном случае различия между таблицей наблюдаемых и ожидаемых чисел. Во-вторых, критерий должен учитывать, что различие, скажем, в одного больного имеет большее значение при малом ожидаемом числе, чем при большом. Определим критерий 
[image: image52.wmf]2

c

 следующим образом:
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где O -  наблюдаемое число в клетке таблицы сопряженности, Е  -  ожидаемое число в той же клетке. Суммирование проводится по всем клеткам таблицы. Как видно из формулы, чем больше разница наблюдаемого и ожидаемого числа, тем больший вклад вносит клетка в величину 
[image: image55.wmf]2

c

. При этом клетки с малым ожидаемым числом вносят больший вклад. Таким образом, критерий удовлетворяет обоим требованиям  -  во-первых, измеряет различия и, во-вторых, учитывает их величину относительно ожидаемых чисел.

Применим критерий 
[image: image56.wmf]2

c

 к данным по тромбозам шунта. В табл. 1.1 приведены наблюдаемые числа, а в табл. 1.2 -  ожидаемые.
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Много это или мало? Критическое значение 
[image: image58.wmf]2
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 можно найти хорошо знакомым нам способом. На рис. 1.7 показано распределение возможных значений 
[image: image59.wmf]2

c

 для таблиц сопряженности размером 2х2 для случая, когда между изучаемыми признаками нет никакой связи. Величина 
[image: image60.wmf]2

c

 превышает 3,84 только в 5% случаев. Таким образом, 3,84 -  критическое значение для 5% уровня значимости. В примере с тромбозом шунта мы получили значение 7,10, поэтому мы отклоняем гипотезу об отсутствии связи между приемом аспирина и образованием тромбов.

Разумеется, как и все критерии значимости, 
[image: image61.wmf]2

c

 дает вероятностную оценку истинности той или иной гипотезы. На самом деле аспирин может и не оказывать влияния на риск тромбоза. Но, как показал критерий, это маловероятно.

Применение критерия
[image: image62.wmf]2

c

 правомерно, если ожидаемое число в любой из клеток больше или равно 5 (в противном случае возможно использование точного критерия Фишера, подробное описание которого есть в работе /14/). 
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Рис. 1.7. Распределение  
[image: image63.wmf]2

c

 с 1 степенью свободы. Заштрихованная зона -  это 5% наибольших значений. 

Критическое значение 
[image: image64.wmf]2

c

 зависит от размеров таблицы сопряженности, то есть от числа сравниваемых методов лечения (строк таблицы) и числа возможных исходов (столбцов таблицы). Размер таблицы выражается числом степеней свободы  v:

v = (r - l)(c - l),

где r - число строк, а с - число столбцов. Для таблиц размером 2х2 имеем   v = (2-1)(2-1) = 1. Критические значения 
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c

 для разных v приведены в табл. 1.3 

Приведенная ранее формула для 
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  в случае таблицы 2х2 (то есть при 1 степени свободы) дает несколько завышенные значения (сходная ситуация была с критерием z). Это вызвано тем, что теоретическое распределение 
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c

 непрерывно, тогда как набор вычисленных значений 
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 дискретен. На практике это приведет к тому, что нулевая гипотеза будет отвергаться слишком часто. Чтобы компенсировать этот эффект, в формулу вводят поправку Йейтса:
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EMBED Unknown[image: image72.wmf]
Заметим, поправка Йейтса применяется только при v = 1, то есть для таблиц 2х2.

Применим поправку Йейтса к изучению связи между приемом аспирина и тромбозами шунта (табл. 1.1 и 1.2):
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Как вы помните, без поправки Йейтса значение 
[image: image74.wmf]2
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 равнялось 7,10. Исправленное значение 
[image: image75.wmf]2
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 оказалось меньше 6,635 - критического значения для 1% уровня значимости, но по-прежнему превосходит 5,024 - критическое значение для 2,5% уровня значимости. 
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Таблица  1. 3.   Критические значения 
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 /14/.
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1.2.2. Критерий 
[image: image78.wmf]2
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 для произвольной таблицы сопряженности

Теперь рассмотрим случай, когда таблица сопряженности имеет число строк или столбцов, большее двух. 

В работе /14/ показано, что занятия бегом уменьшают число менструаций. Побуждают ли эти изменения обращаться к врачу? В табл. 1.4 приведены результаты опроса участниц исследования. Подтверждают ли эти данные гипотезу о том, что занятия бегом не влияют на вероятность обращения к врачу по поводу нерегулярности менструаций?

Из 165 обследованных женщин 69 (то есть 42%) обратились к врачу, остальные 96 (то есть 58%) к врачу не обращались. 

Таблица 1.4

Частота обращения к врачу по поводу менструаций

	Группа
	Обращались
	Не обращались
	Всего

	Контрольная
	14
	40
	54

	Физкультурницы
	9
	14
	23

	Спортсменки
	46
	42
	88

	Всего
	69
	96
	165


Таблица 1.5.

Частота обращения к врачу по поводу менструаций: ожидаемые числа

	Группа
	Обращались
	Не обращались
	Всего

	Контрольная
	22,58
	31,42
	54

	Физкультурницы
	9,62
	13,38
	23

	Спортсменки
	36,80
	51,20
	88

	Всего
	69
	96
	165


Если занятия бегом не влияют на вероятность обращения к врачу, то в каждой из групп к врачу должно было обратиться 42% женщин. По табл. 1.4 и  табл.1.5  считаем:
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Число строк таблицы сопряженности равно трем, столбцов - двум, поэтому число степеней свободы v=(3-1)(2-1)=2. Если гипотеза об отсутствии межгрупповых различий верна, то, как видно из табл.1.3, значение 
[image: image80.wmf]2
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 превзойдет 9,21 не более чем в 1% случаев. Полученное значение больше. Тем самым, при уровне значимости 0,01 можно отклонить гипотезу об отсутствии связи между бегом и обращениями к врачу по поводу менструаций. Однако, выяснив, что связь существует, тем не менее нельзя указать, какая (какие) именно группы отличаются от остальных.

Итак, теперь мы имеем понятие о  критерии 
[image: image81.wmf]2

c

. Вот порядок его применения:

· Постройте по имеющимся данным таблицу сопряженности.

· Подсчитайте число объектов в каждой строке и в каждом столбце и найдите, какую долю от общего числа объектов составляют эти величины.

· Зная эти доли, подсчитайте с точностью до двух знаков после запятой ожидаемые числа - количество объектов, которое попало бы в каждую клетку таблицы, если бы связь между строками и столбцами отсутствовала.

· Найдите величину 
[image: image82.wmf]2
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, характеризующую различия наблюдаемых и ожидаемых значений. Если таблица сопряженности имеет размер 2х2, примените поправку Йейтса.

· Вычислите число степеней свободы, выберите уровень значимости и по табл. 1.3 определите критическое значение 
[image: image83.wmf]2

c

. 

· Сравните его с полученным  значением для вашей таблицы.

Как вы помните, для таблиц сопряженности размером 2х2 критерий 
[image: image84.wmf]2
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 применим только в случае, когда все ожидаемые числа больше 5. Как обстоит дело с таблицами большего размера? В этом случае критерий 
[image: image85.wmf]2
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 применим, если все ожидаемые числа не меньше 1 и доля клеток с ожидаемыми числами меньше 5 не превышает 20%. При невыполнении этих условий критерий 
[image: image86.wmf]2
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 может дать ложные результаты. В таком случае можно собрать дополнительные данные, однако это не всегда осуществимо. Есть и более простой путь  -  объединить несколько строк или столбцов. Ниже посмотрим, как это сделать.

1.2.3. Преобразование таблиц сопряженности

Только что мы установили существование связи между занятием бегом и обращениями к врачу по поводу менструаций, или, что то же самое, существование различий между группами по частоте обращения к врачу. Однако мы не могли определить, какие именно группы отличаются друг от друга, а какие нет. Попробуем ответить на этот вопрос. 

Глядя на табл.1.4, можно предположить, что физкультурницы и спортсменки обращались к врачу чаще, чем женщины из контрольной группы. Различие между физкультурницами и спортсменками кажется незначительным.

Проверим гипотезу о том, что физкультурницы и спортсменки обращаются к врачу одинаково часто. Для этого выделим из исходной таблицы подтаблицу, содержащую данные по двум этим группам. В табл. 1.6 приведены наблюдаемые и ожидаемые числа; они довольно близки.

Таблица 1.6

Частота обращения к врачу по поводу менструаций 

(в скобках - ожидаемые числа)

	Группа
	Обращались
	Не обращались
	Всего

	Физкультурницы
	9(11,40)
	14(11,60)
	23

	Спортсменки
	46(43,60)
	42(44,40)
	88

	Всего
	55
	56
	111


Размер таблицы 2х2. Поэтому вычислим 
[image: image87.wmf]2
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 с поправкой Йейтса:
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Полученная величина значительно меньше критического значения. Поэтому гипотеза об отсутствии межгрупповых различий не отклоняется. Следовательно, эти группы можно объединить в одну. Полученную объединенную группу бегуний сравним с контрольной группой (табл.1.7). На этот раз значение 
[image: image89.wmf]2
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 равно 7,39, то есть больше критического значения 6,63, соответствующего уровню значимости 0,01.

Заметьте, что  выполнено два сравнения, при использовании одних и тех же данных. Поэтому нужно применить поправку Бонферрони, умножив уровень значимости на 2. Исправленное значение уровня значимости 2х0,01 =0,02. Итак, с уровнем значимости 0,02, можно сделать заключение, что физкультурницы не отличаются от спортсменок, но обе эти группы отличаются от женщин, не занимающихся бегом.

Таблица 1.7. 

Частота обращения к врачу по поводу   менструаций

(в скобках - ожидаемые числа)

	Группа
	Обращались
	Не обращались
	Всего

	Контрольная
	14(22,58)
	40(31,42)
	54

	Физкультурницы и спортсменки
	55(46,42)
	56(64,58)
	111

	Всего
	69
	96
	165


1.3. Наличие связи (корреляции) между признаками (коэффициенты Пирсона и Спирмена)

Одним из важных разделов статистики является корреляционный анализ, используемый как для количественных, так и качественных данных. Понятие корреляции отражает, главным образом, степень выраженности связи между вариационными рядами. Наглядно эта связь может быть отражена графически. На координатной плоскости по оси абсцисс откладывают значения одного вариационного ряда, а по оси ординат - другого. Совокупность таких точек на координатной плоскости (их число равно числу наблюдений) создает общую картину корреляции и обычно позволяет построить некоторую усредненную кривую взаимозависимости параметров, составляющих оба вариационных ряда (регрессионный анализ). На практике исследователя часто может интересовать не сама зависимость одной переменной от другой, а именно характеристика тесноты связи между этими переменными, которую можно было бы выразить одним числом. Эта характеристика называется коэффициентом корреляции. Выраженность линейной связи между двумя случайными величинами X и Y, имеющими нормальное распределение, обычно оценивают коэффициентом корреляции Пирсона, рассчитываемым по следующей формуле:
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где 
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 и 
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Y

 — соответствующие значения параметра в  i-ом наблюдении    (i =
[image: image93.wmf]n

,

1

) , n – количество наблюдений.

Вычисленный коэффициент корреляции является выборочной оценкой генерального коэффициента корреляции совокупности, а значит, как и любая случайная величина, имеет ошибку 
[image: image94.wmf]s

. Отношение выборочного коэффициента корреляции к своей ошибке является критерием для проверки нулевой гипотезы о равенстве нулю генерального коэффициента корреляции совокупности (или соответственно о независимости случайных величин  X и Y):
t =  r 
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 - статистика Стъюдента  c    n-2  степенями свободы       (2)

Число степеней свободы для проверки критерия равно п-2, гипотезу проверяют по таблицам распределения Стьюдента /14,40/ в соответствии с выбранным уровнем значимости. Если вычисленное значение превзойдет или окажется равным соответствующему табличному, нулевую гипотезу отвергают.

Приведенная формула для вычисления коэффициента корреляции является параметрической, т.е. предполагает, что анализируемые переменные распределены по нормальному закону.

Существуют и другие формулы для вычисления коэффициента корреляции, кроме этого формулы могут уточняться по отношению к большим и малым выборкам /14,17,28,30,32,36,40/. 

Однако, независимо от способа вычисления, коэффициент корреляции обладает определенными свойствами.

Величина  коэффициента  корреляции  всегда  заключена  в  пределах -1< r <1. Если r < 0, то это означает, что с увеличением в вариационном ряду наблюдаемых величин X соответствующие им значения Y второго вариационного ряда в среднем уменьшаются. Если  r > 0, то с увеличением значений одного параметра другой параметр так же в среднем возрастает. Если r = 0, то это означает, что параметры X и Y абсолютно независимы. При r = 1 между параметрами существует прямо пропорциональная функциональная зависимость.

Чем больше абсолютная величина коэффициента корреляции, тем при данном объеме выборки больше доверительная вероятность того, что характер связи действительно соответствует полученному коэффициенту корреляции. На рис.1.8. показаны некоторые типичные варианты зависимостей и соответствующие им значения коэффициентов корреляции.
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 Рис.1.8 . Схематичное изображение различных вариантов зависимостей между переменными X  и  У  (X
[image: image96.wmf]1

 и  X
[image: image97.wmf]2

)  и соответствующие значения коэффициента корреляции Пирсона.

Известно, что часто встречаются случаи, когда данные представлены качественными признаками, в том числе порядковыми переменными. При этом приходится оперировать так называемыми ранговыми коэффициентами корреляции /14,17,30,40/. Кроме того, такой непараметрический подход применяется в случае малых выборок и если изучаемые выборки не распределены по нормальному закону. К таким коэффициентам, например, относится коэффициент корреляции рангов, предложенный К. Спирменом и вычисляемый по формуле:

r =  1 - 
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где di — разность между рангами сопряженных признаков, п - число парных членов ряда.

При полной связи ранги признаков совпадут, и разность между ними будет равна 0, соответственно коэффициент корреляции будет равен 1. Если же признаки варьируются независимо, коэффициент корреляции получится равным 0.

Для оценки значимости коэффициента ранговой корреляции Спирмена для разных уровней значимости и объемов выборки обычно используют соответствующую таблицу (табл.1.10) или, при n > 50, пользуются формулой (2).

Расчет рангового коэффициента корреляции Спирмена проиллюстрируем на вымышленном примере из работы /40/.  Так, допустим, в ходе исследований изучалось влияние препарата А на содержание вещества В (в ммоль/г) в ткани С и концентрацию вещества D в крови (в ммоль/л) у пациентов, разделенных по какому-то признаку Е на 3 группы равного объема (табл.1.8).

Оценим (табл.1.8)  коэффициент корреляции рангов (табл. 1.9). Если бы отдельные варианты ряда не повторялись, их рангами были бы натуральные числа от 1 в порядке возрастания. Но одинаковым значениям вариант присваиваются ранги, равные средним арифметическим их рангов. Величина 
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 представляет собой попарные разности рангов изучаемых выборок. В качестве правила для проверки правильности ранжирования используют равенство 0 (нулю) суммы 
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  (предпоследний столбец табл.1.9).

Таблица 1.8 
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Результаты гипотетического клинического исследования

Таблица 1.9 

Данные для расчета рангового коэффициента Спирмена.

	Параметр

X1
	Параметр

X2
	Ранг


[image: image101.wmf]1

X

R


	Ранг
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 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]2
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R


	di=
[image: image104.wmf]1

X

R

-
[image: image105.wmf]2

X

R


	di2

	8
	4
	4,5
	5
	-0,5
	0,25

	8
	5
	4,5
	8,5
	-4,0
	16,0

	9
	4
	7
	5
	2,0
	4,0

	10
	3,5
	9
	2,5
	6,5
	42,25

	7
	5
	2,5
	8,5
	-6,0
	36,0

	7
	5
	2,5
	8,5
	-6,0
	36,0

	9
	3,5
	7
	2,5
	4,5
	20,25

	9
	4
	7
	5
	2,0
	4,0

	11
	2
	10
	1
	9
	81,0

	6
	5
	1
	8,5
	-7,5
	56,25


В примере сумма 
[image: image106.wmf]2
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 равна 296, по  формуле  (3) для п = 10 получаем ранговый коэффициент корреляции    r = - 0,79. 

Критическое значение для уровня значимости 5% равно 0,648  (табл.1.10). Так как значение рангового коэффициента корреляции по модулю превосходит соответствующее критическое значение, с вероятностью более 95% можно утверждать, что между сравниваемыми параметрами существует значимая отрицательная корреляционная связь.

Если рассчитать коэффициент корреляции Пирсона для параметров X1 и X2 (табл.1.9) , то получим значение 
[image: image107.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]r

 = - 0,90 , т.е. мы видим, что коэффициенты корреляции, рассчитанные по Спирмену (-0,79) и Пирсону (-0,90) близки.

Таблица 1.10 Критические значения  коэффициентов ранговой корреляции Спирмена /14/.

[image: image109.jpg]YpoBeHb 3HAYUMOCTH 0.

0,50

0,20

0,10

0,05

0,02

0,01

0,005

0,002

0,001

0,600
0,500

0,371
0,321
0,310
0,267
0,248

0,236
0,217
0,209
0,200
0,189

0,182
0,176
0,170
0,165
0,161

0,156
0,152
0,148
0,144
0,142

0,138
0,136
0,133
0,130
0,128

0,126
0,124
0,121
0,120
0,118

0,116
0,114
0,113
0,111
0,110

1,000
0,800

0,657
0,571
0,524
0,483
0,455

0,427
0,406
0,385
0,367
0,354

0,341
0,328
0,317
0,309
0,299

0,292
0,284
0,278
0,271
0,265

0,259
0,255
0,250
0,245
0,240

0,236
0,232
0,229
0,225
0,222

0,219
0,216
0,212
0,210
0,207

1,000
0,900

0,829
0,714
0,643
0,600
0,564

0,536
0,503
0,484
0,464
0,446

0,429
0,414
0,401
0,391
0,380

0,370
0,361
0,353
0,344
0,337

0,331
0,324
0,317
0,312
0,306

0,301
0,296
0,291
0,287
0,283

0,279
0,275
0,271
0,267
0,264

1,000

0,886
0,786
0,738
0,700
0,648

0,618
0,587
0,560
0,538
0,521

0,503
0,485
0,472
0,460
0,447

0,435
0,425
0,415
0,406
0,398

0,390
0,382
0,375
0,368
0,362

0,356
0,350
0,345
0,340
0,335

0,330
0,325
0,321
0,317
0,313

1,000

0,943
0,893
0,833
0,783
0,745

0,709
0,678
0,648
0,626
0,604

0,582
0,566
0,550
0,535
0,520

0,508
0,496
0,486
0,476
0,466

0,457
0,448
0,440
0,433
0,425

0,418
0,412
0,405
0,399
0,394

0,388
0,383
0,378
0,373
0,368

1,000
0,929
0,881
0,833
0,794

0,755
0,727
0,703
0,679
0,654

0,635
0,615
0,600
0,584
0,570

0,556
0,544
0,532
0,521
0,511

0,501
0,491
0,483
0,475
0,467

0,459
0,452
0,446
0,439
0,433

0,427
0,421
0,415
0,410
0,405

1,000
0,964
0,905
0,867
0,830

0,800
0,769
0,747
0,728
0,700

0,679
0,662
0,643
0,628
0,612

0,599
0,586
0,573
0,562
0,551

0,541
0,531
0,522
0,513
0,504

0,496
0,489
0,482
0,475
0,468

0,462
0,456
0,450
0,444
0,439

1,000
0,952
0,917
0,879

0,845
0,818
0,791
0,771
0,750

0,729
0,713
0,695
0,677
0,662

0,648
0,634
0,622
0,610
0,598

0,587
0,577
0,567
0,558
0,549

0,541
0,533
0,525
0,517
0,510

0,504
0,497
0,491
0,485
0,479

1,000
0,976
0,933
0,903

0,873
0,846
0,824
0,802
0,779

0,762
0,748
0,728
0,712
0,696

0,681
0,667
0,654
0,642
0,630

0,619
0,608
0,598
0,589
0,580

0,571
0,563
0,554
0,547
0,539

0,533
0,526
0,519
0,513
0,507





Таблица 1.10  Окончание
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1.4  Непараметрические методы

Все статистические методы, с которыми мы знакомились, в основном, являются параметрическими, т. е. они основаны на характеристиках распределений, параметры которых известны. Все они строятся для выборок из нормальных совокупностей. Для обоснования возможности использования этих критериев в тех случаях, когда исследуемая совокупность не является нормальной, при условии, что объем выборки велик и совокупность не очень сильно отличается от нормальной, следует обратиться к центральной предельной теореме. Иногда, однако, исследуемая совокупность может сильно отличаться от нормаль​ной, или же объем выборки нельзя увеличить. В таких случаях следует обратиться к категории критериев, называемых непараметрическими статистическими критериями. Их можно применять для обработки информации более низких шкал, таких, как номинальные и порядковые данные, в отличие от метрических данных, используемых в параметрической статистике.

Не требуется никаких допущений о виде исходного распределения, отсюда и название - непараметрические критерии. Вообще, в тех случаях, когда выборочная совокупность имеет характеристики, необходимые в параметрическом анализе, непараметрические критерии оказываются менее мощными, чем эквивалентные параметрические. 

Для сравнения средних значений может применяться и целый ряд непараметрических критериев, среди которых важное место занимают так называемые ранговые критерии. Применение этих критериев основано на ранжировании членов сравниваемых групп. При этом сравниваются не сами члены ранжированного ряда, а их порядковые номера или ранги. Познакомиться с основными непараметрическими критериями можно, например, в работах /14,25,32,40/. Там же даны и основные таблицы для проверки этих критериев. При решении конкретной задачи очень важно правильно выбрать критерий. Решение этих вопросов для медико-биологических приложений достаточно подробно рассмотрено в /14,25,32/.

1.4.1. Критерий Манна — Уитни  (Уилкоксона)

Критерий Манна - Уитни можно использовать как непараметрический эквивалент t - критерия для проверки гипотезы о равенстве средних двух выборок. Предположим, что мы имеем две выборки объема n1 и n2 и хотим проверить гипотезу о том, что они являются выборками из одной и той же совокупности. Объединим обе выборки и расположим значения наблюдений в порядке возрастания от меньшего к большему. Каждому наблюдению припишем его ранг, т. е. наименьшему значению припишем ранг 1, следующему по величине - ранг 2 и так далее, до наибольшего наблюдения, которое будет иметь ранг  (n1+ n2). Если обе выборки были взяты из одной и той же совокупности наудачу, то можно ожидать, что наблюдения одной из выборок будут более или менее равномерно рассеяны в последовательности рангов.

Пусть 
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X

-  i-e наблюдение первой выборки, a 
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 - i-e наблюдение второй выборки. Ранг наблюдения 
[image: image113.wmf]i

X

 будет обозначаться через R(
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), а ранг 
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 - через R(
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). Критерий Манна—Уитни имеет вид
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Первый член просто сумма рангов наблюдений из первой выборки. Критические значения U  взяты из работы  / 40 /  и приведены в табл. 1.11.

В качестве тестовой статистики выбирают минимальную величину U и сравнивают ее с табличным значением для принятого уровня значимости. Гипотеза принимается, и различия считаются недостоверными, если рассчитанное значение больше соответствующего табличного  (табл.1.11).

В качестве примера использования критерия Манна - Уитни рассмотрим данные табл. 1.8 /40/ . Проверим гипотезу о принадлежности сравниваемых независимых выборок к одной и той же генеральной совокупности с помощью непараметрического критерия Манна-Уитни. Для расчета критерия расположим варианты сравниваемых выборок в порядке возрастания в один обобщенный ряд и присвоим вариантам обобщенного ряда ранги от 1 до n1 + n2.

Первая строка представляет собой варианты первой выборки, вторая — второй выборки, третья -  соответствующие ранги в обобщенном ряду:
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Надо обратить внимание, что если имеются одинаковые варианты, им присваивается средний ранг, однако значение последнего ранга должно быть равно n1 + n2 (в нашем случае 20). Это правило используют для проверки правильности ранжирования.

Отдельно для каждой выборки рассчитываем суммы рангов их вариант     R1 (R(
[image: image118.wmf]i

X

))  и R2 (R(
[image: image119.wmf]i

Y

)).  В нашем случае:

R1 = 1 + 2.5  + 2.5 + 5 + 5 + 9 + 9 + 9 + 12 + 14 = 69

R2 = 5 + 9 + 9 + 14 + 14 + 17 + 17 + 17 +  19.5 + 19.5 = 141

Для проверки правильности вычислений можно воспользоваться правилом:     R1 +  R2 = 0.5 * (n1 + n2) * (n1 + n2+ 1), т.е. R1 + R2  = 69 + 141 = 0.5 * 20 * 21 = 210 .

Статистика U1=69 - 10*11/2=14, U2 = 141 - 10*11/2 = 86. Для проверки одностороннего критерия выбираем минимальную статистику U1=14 и сравниваем ее с табличным значением (табл.1.11) для n1 = n2  = 10 и уровня значимости 1%, равным 19. Так как вычисленное значение критерия меньше табличного, нулевая гипотеза отвергается на выбранном уровне значимости, и различия между выборками признаются статистически значимыми.

Таблица 1.11. Критические значения статистики U-критерия Манна - Уитни/40/.

Односторонний критерий, 
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=0,01.
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Продолжение  табл.1.11

Двусторонний критерий, 
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=0,01
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Критерий Манна - Уитни появляется в немного различающихся формах в литературе. Среди них можно назвать критерий Зигеля - Тьюки, критерий Фестинджера и т. д . Вариант Зигеля - Тьюки наиболее интересен, так как он может быть использован для проверки равенства дисперсий в двух выборках и является, таким образом, непараметрическим аналогом  F-критерия.

1.4.2. Т-критерий Уилкоксона

В случае попарно связанных выборок применяется Т-критерий Уилкоксона. При этом ранжируют попарные разности - положительные и отрицательные (кроме нулевых) в один ряд так, чтобы наименьшая абсолютная разница (без учета знака) получила первый ранг, одинаковым величинам присваивают один ранг. Отдельно вычисляют сумму рангов положительных (Т+) и отрицательных разностей (Т-), меньшую из двух таких сумм без учета знака считают тестовой статистикой данного критерия. Нулевую гипотезу принимают на данном уровне значимости, если вычисленная статистика превзойдет табличное значение (табл.1.12) (число парных наблюдений уменьшают на число исключенных нулевых разностей). Таким образом, можно сказать, что если нулевая гипотеза верна, статистики  Т+  и  Т - примерно равны, сравнительно малые или большие значения Т-статистик заставят нас отклонить нулевую гипотезу об отсутствии различий.

Посмотрим пример из /40/. Допустим, в результате проведения исследования был вычислен ряд попарных разностей между показателем эффекта в двух попарно связанных группах (n1  + n2  = 10). Например, так называемая задача  ”до и после”:

0,2  -0,4  0,7 -0,9 1,3 1,5 -0,1 0,8 -1,0 1,1.

Ранжируем попарные разности в один ряд, независимо от знака разности, получаем следующий ранжированный ряд:
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Рассчитаем отдельно сумму рангов положительных (Т+) и отрицательных (Т -) разностей, в нашем случае Т+ = 2 + 4 + 5 + 8 + 9 + 10 = 38,  Т- = 1 + 3 + 6 + 7 = 17. Для проверки двустороннего Т- критерия используем меньшую статистику Т - = 17 и сравним ее с табличным значением (табл.1.12) для числа попарных разностей n = 10 и уровня значимости 5%. Такое табличное критическое значение равно 9. Рассчитанное минимальное значение Т статистики превосходит соответствующее табличное значение, а значит нулевая гипотеза остается в силе  (нулевая гипотеза об отсутствии различия).

Таблица 1.12   Критические   значения   статистики    парного Т-критерия /40/.
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2. Дисперсионный анализ

Практическое значение дисперсионного анализа заключается в том, что с его помощью из целой группы факторов, предположительно оказывающих влияние на исследуемый признак, можно выделить те, которые действительно на него влияют / 41 /.

Суть дисперсионного анализа состоит в разложении общей дисперсии результативного признака на части, обусловленные влиянием контролируемых факторов, и остаточную дисперсию, объясняемую неконтролируемым влиянием или случайными обстоятельствами. Выводы о существенности влияния контролируемых факторов на результат производятся путем сравнения частей общей дисперсии при выполнении требования нормальности распределения результативного признака.

Существует ряд моделей дисперсионного анализа - они могут классифицироваться по природе факторов, по их числу /14,17,22,30,41/. Рассмотрим некоторые, наиболее часто используемые модели.

2.1  Однофакторный дисперсионный анализ
При однофакторном дисперсионном анализе  проверяемая гипотеза и альтернатива имеют  следующий вид: 
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 (i=1,m) – среднее значение выборки фактора
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: по крайней мере, одно среднее значение отлично от остальных.

В однофакторном дисперсионном анализе общая дисперсия разбивается на две составляющие: дисперсию внутри каждого множества повторений выборки фактора (внутривыборочную дисперсию) и дисперсию между сравниваемыми выборками фактора  (межвыборочную дисперсию). 

В математической статистике разработана формализованная процедура однофакторного дисперсионного анализа, которая приведена в табл.2.1 /6/.

Последняя содержит перечень источников изменчивости, столбец  сумм квадратов, соответствующих различным источникам, число степеней свободы для каждой из них, столбец средних квадратов, который содержит выборочные оценки дисперсий и значений  
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- критерия.

Таблица  2.1
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Общая изменчивость по всем наблюдениям (по всем повторениям  и по всем выборкам фактора) 
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 характеризуется формулой
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 EMBED Equation.3  [image: image138.wmf]2

                                   (2.1)
где  
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf]ij
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 i-е повторение (i=1, 2,..., n) в j- ой выборке фактора (j= 1,2,..., m). 

В двойной сумме первая указывает, что суммирование проводится по каждой выборке фактора, содержащей n  повторений, а затем складываются полученные результаты всех m выборок фактора. Общее число наблюдений N равно сумме повторений по выборкам фактора. 

Последний член в правой части выражения (2.1) называется поправочным. Отметим, что такие же члены имеются и в других аналогичных суммах.

Сумму, характеризующуюся межвыборочной изменчивостью, находят по следующей формуле:
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 где суммирование проводится по всем повторениям в каждой выборке  фактора  
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,  а затем каждая из полученных сумм возводится в квадрат и полученный результат делится на число повторений n в каждой выборке; далее полученные результаты суммируются по всем выборкам фактора и, наконец, вычитается поправочный член. Межвыборочный источник изменчивости относится к контролируемым факторам, влияющим на результат.

Величина, характеризующая второй источник изменчивости, имеет вид
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Заметим, что первый член в правой части здесь такой же, как и первый член формулы (2.1) для 
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SS

, а последний член совпадает с первым членом формулы (2.2)  для 
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. Поэтому 
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можно вычислить по формуле


[image: image154.wmf]W

SS

 = 
[image: image155.wmf]T

SS

 - 
[image: image156.wmf]A

SS

                                          (2.4)

Число степеней свободы по всем данным равно N-1. Число степеней свободы для величины  
[image: image157.wmf]A
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 равно m-1, так как мы оцениваем ее по средним значениям каждой выборки фактора. Этот источник изменчивости (внутри выборок) объясняет неконтролируемое влияние фактора или случайными обстоятельствами.

Разность между этими числами степеней свободы равна числу степеней свободы для величины 
[image: image158.wmf]W
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.
С целью иллюстрации этого метода дисперсионного анализа приведем пример из работы /41/.

Для выяснения влияния  заработной платы на производительность труда шести однородным группам разного объема были предложены задачи одинаковой сложности. Задачи предлагались каждому испытуемому независимо от всех остальных. Группы отличались между собой величиной денежного вознаграждения за решаемую задачу. В табл.2.2. сведено количество решенных задач членами каждой группы.

Проверим гипотезу об отсутствии влияния денежного вознаграждения на работоспособность или, как в работе /41/ , - “нулевая гипотеза утверждает, что разница значений показателя разных  уровней фактора равна нулю“. 

(Часто реализацию фактора называют уровнем).

Таблица 2.2
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Используя формулу (2.1) для 
[image: image160.wmf]SS
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, получим  
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 = 1024,89

Далее мы можем подсчитать величину 
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  по (2.2). 
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=216,35
Наконец, вычитая 
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из
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, получаем внутривыборочную сумму квадратов 
[image: image166.wmf]W
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= 808,54.

Общее число степеней свободы равно N-1, или 35 (см. табл.2.2).Так как мы оцениваем межвыборочную изменчивость по шести измерениям (по средним значениям шести столбцов), то число степеней свободы для  
[image: image167.wmf]A
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 равно m-1, т. е. 5. Разность чисел степеней свободы должна соответствовать остатку сумм квадратов. Эта разность чисел степеней свободы равна N-m или 30. Теперь вычисленные исправленные суммы квадратов  
[image: image168.wmf]A

SS

,
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 нужно разделить на соответствующие им числа степеней свободы. В результате мы получаем оценки дисперсий.

Оценка межвыборочной дисперсии         808,54/5 = 161,7

Оценка внутривыборочной дисперсии    216,35/30 =  7,21

Вычислив   
[image: image171.wmf]F

- критерий,  мы получаем  значение равное  22.42. Выбрав критическую область, соответствующую заданному уровню значимости и заданному числу степеней свободы, можно теперь принять или отвергнуть проверяемую гипотезу – в этом примере F>F кр (22,42>2,53) . Fкр =2.53 при 
[image: image172.wmf]a

=0.05 и степенях свободы  равным 5 и 30  /17/.

Следовательно, гипотезу об отсутствии влияния денег на работоспособность подлежит отклонению и принимается альтернативная гипотеза, т.е. гипотеза о значимом варьировании средних по выборкам фактора и, следовательно, фактор оказывает существенное влияние  на результат – в примере на количество решенных задач представителями шести групп существенно влияет материальный стимул.

В табл.2.3 по данным табл.2.2 показан результат однофакторного дисперсионного анализа, рассчитанного на Excel для примера о влиянии вознаграждения на производительность труда (
[image: image173.wmf]df

 - степени свободы).

Таблица 2.3

	Однофакторный дисперсионный  анализ
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	ИТОГИ
	
	
	
	
	
	

	Группы
	Счет
	Сумма
	Среднее
	Дисперсия
	
	

	1
	7
	67
	9,571428571
	3,95238095
	
	

	2
	5
	59
	11,8
	9,2
	
	

	3
	6
	81
	13,5
	8,3
	
	

	4
	6
	91
	15,16666667
	6,16666666
	
	

	5
	4
	76
	19
	6,66666666
	
	

	6
	8
	182
	22,75
	9,07142857
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F
	P-Знач.
	F критич.

	Между группами
	808,541269
	5
	161,708254
	22,4233926
	2,606E-09
	2,533553811

	Внутри групп
	216,347619
	30
	7,211587302
	
	
	

	Итого
	1024,88888
	35
	
	
	
	


Помимо  основного заключения  (влияние материального стимулирования на результат ) можно сделать следующие выводы /41/:

· отношение 
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 = 808.54/ 1024.88 * 100% = 78.89%  дает возможность утверждать , что фактор оплаты труда имеет свыше 78 – процентный вклад в производительность труда; 

· отношение  
[image: image176.wmf]w
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/
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 = 216.34/1024.88 *100% = 21.11 % “говорит” о том, что свыше 21%  относится на вклад неконтролируемых факторов, влияющих на производительность труда  (например, соображения карьерного роста, страх потери работы и.т.д.).

Здесь же можно утверждать, что 78.89% работников на изменение заработной платы будут реагировать с вероятностью 1 – 
[image: image178.wmf]a

 = 1 – 2.6*10
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 = 99.9%. P – значение,  равное 2.606E – 09 (см. табл.2.3 ) - есть вероятность нашей ошибки.
2.2 Двухфакторный дисперсионный анализ

В задачах этого анализа предполагается, что  на результат могут влиять два фактора, каждый из которых имеет конечное число значений  и дает возможность определения степени влияния этих факторов на конечный результат, если такое влияние есть.

Имеется две разновидности двухфакторного дисперсионного анализа в зависимости  от того, производились ли повторные измерения при каждом сочетании значений двух исследуемых факторов или нет.

2.2.1  Двухфакторный дисперсионный анализ без повторений

В двухфакторном  дисперсионном анализе без  повторных измерений исходные данные должны представлять собой матрицу размером  
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, в которой столбцы отвечают различным уровням  первого фактора j= 1,...,т, строки отвечают различным уровням второго фактора ( эффектам) i= l,...,n, а каждая ячейка содержит один результат (отклик), измеренный при соответствующем сочетании уровней исследуемых факторов.

В этом случае проверяются две нулевые гипотезы:
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где 
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  (i=1,m) –  средние значения первого фактора, 
[image: image190.wmf]2
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   (i=1,n) –  средние значения второго фактора.

Соответствующие альтернативные гипотезы заключаются в том, что средние значения для групп откликов, измеренные при различных уровнях (значениях) факторов имеют различия. (Результирующий признак, на который факторы оказывают влияние, часто называют откликом).

Схема двухфакторного дисперсионного анализа без повторений приведена в табл.2.4.

Таблица 2.4
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а – значения  F-критерия “между выборками” (строками, фактор 1)

б - значения  F-критерия “между эффектами” (столбцами, фактор 2)

ошибка –  неучтенные (неконтролируемые) факторы.

Величина  
[image: image192.wmf]T
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вычисляется по формуле (2.1);  
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по формуле (2.2). Величина 
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 является суммой квадратов по эффектам (столбцам): 

[image: image195.png]


              (2.5)

где  m , n-  значения размерности факторов.

Ошибка суммы квадратов 
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 находится по формуле:
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                                              (2.6)

Работу двухфакторного дисперсионного анализа без повторений рассмотрим на примере из /30/.

Переменные, представленные в табл.2.5, представляют урожайность пяти сортов картофеля (ц/га), выращенных на шести участках одинакового размера и почвенного состава, причем каждый из этих участков обрабатывался одним из шести сортов удобрений.

Таблица 2.5

	
	Сорта картофеля

	Участки
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	6
	9
	6
	2
	6

	2
	4
	7
	8
	3
	5

	3
	9
	3
	10
	7
	4

	4
	8
	4
	14
	4
	10

	5
	15
	11
	13
	9
	14

	6
	12
	14
	15
	11
	9


Необходимо выяснить, различна ли в среднем урожайность разных сортов картофеля независимо от применяемого удобрения и различна ли эффективность используемых удобрений независимо от сорта.

Проверим гипотезы об отсутствии  влияния сорта картофеля и видов удобрения на урожайность с использованием данных табл.2 .5.

Решение задачи проведено с помощью Excel, результат представлен в табл. 2.6.

Таблица 2.6

	Двухфакторный дисперсионный анализ без повторений

	
	
	
	
	

	ИТОГИ
	Счет
	Сумма
	Среднее
	Дисперсия

	Строка 1
	5
	29
	5,8
	6,2

	Строка 2
	5
	27
	5,4
	4,3

	Строка 3
	5
	33
	6,6
	9,3

	Строка 4
	5
	40
	8
	18

	Строка 5
	5
	62
	12,4
	5,8

	Строка 6
	5
	61
	12,2
	5,7

	
	
	
	
	

	Столбец 1
	6
	54
	9
	16

	Столбец 2
	6
	48
	8
	17,6

	Столбец 3
	6
	66
	11
	12,8

	Столбец 4
	6
	36
	6
	12,8

	Столбец 5
	6
	48
	8
	14


	Дисперсионный анализ



	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F
	P-Значение
	F критическое

	Строки


	248
	5
	49,6
	8,406779
	0,0002046
	2,710891

	Столбцы
	79,2
	4
	19,8
	3,355932
	0,0295208
	2,866080

	Погрешность
	118
	20
	5,9
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Итого
	445,2
	29
	
	
	
	


Результаты расчета, представленные  в табл.2.6 позволяют сделать следующие  выводы:

· влияние видов удобрений (“строки” в табл. 2.6)  значимо отражается на урожайности 
[image: image198.wmf]F

>
[image: image199.wmf].

кр

F

 (8.406>2.710) при вероятности ошибки 0.0002<0.05 (
[image: image200.wmf]a

= 0.05 – заданный уровень значимости);

· влияние сорта картофеля (“столбцы” в табл. 2.6)  также значимо отражается  на урожайности . 
[image: image201.wmf]F

>
[image: image202.wmf].

кр

F

 (3.335 >2.866) при вероятности ошибки 0.029<0.05) (
[image: image203.wmf]a

= 0.05 – заданный уровень значимости);

Используя данные табл.2.6 рассчитаем степень влияния факторов на урожайность по схеме, аналогичной при подобных вычислениях в однофакторном анализе.

Степень влияния факторов:

· вид удобрения ( строки) - 
[image: image204.wmf]A

SS

/
[image: image205.wmf]T

SS

*100% =248/445.2*100% =55.705%

· сорт картофеля (столбцы) - 
[image: image206.wmf]B

SS

/
[image: image207.wmf]T

SS

*100%=79.2/445.2*100%=17.789%

· неконтролируемые факторы (ошибка) – 


[image: image208.wmf]e

SS

/
[image: image209.wmf]T

SS

*100%=118/445.2*100% =26.504

2.2.2 Двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями

Двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями дает возможность исследовать влияние на результат (отклик) не только контролируемых факторов, но и их взаимодействия (иногда говорят наложения).

Схема  двухфакторного  дисперсионного анализа с повторениями показана в табл.2.7 /41/.

Таблица 2.7

	Источник изменчивости
	Сумма квадратов
	Число степеней своводы
	Средний квадрат
	Значения 
[image: image210.wmf]F

 - критерия

	Между выборками
	
[image: image211.wmf]A

SS


	m-1
	
[image: image212.wmf]A

MS


	
[image: image213.wmf]A

MS

/
[image: image214.wmf]e

MS



	Между эффектами
	
[image: image215.wmf]B

SS


	n-1
	
[image: image216.wmf]B

MS


	
[image: image217.wmf]B

MS

/
[image: image218.wmf]e

MS



	Взаимодействие
	
[image: image219.wmf]AB

SS


	(m-1)(n-1)
	
[image: image220.wmf]AB

MS


	
[image: image221.wmf]AB

MS

/
[image: image222.wmf]e

MS



	Ошибка
	
[image: image223.wmf]e

SS


	N-m*n
	
[image: image224.wmf]e

MS


	

	Общая изменчивость
	
[image: image225.wmf]T

SS


	N-1
	
	


Здесь мы не будем показывать формулы расчета сумм квадратов 
[image: image226.wmf]SS

 и их средних значений 
[image: image227.wmf]MS

 (табл.2.7)  и сразу перейдем к иллюстрации работы  двухфакторного  дисперсионного анализа с повторениям на примере. В качестве примера рассмотрим задачу проверки влияния возраста и стажа работников определенной специальности на производительность труда. Это результаты обследования 60 работников производства, у которых фиксировалась средняя часовая выработка в натуральных единицах продукции /22/. Данные обследования отражены  в табл.2.8.

Таблица 2.8

	Стаж
	Возраст ( фактор А)

	(фактор В)
	от 25 до 35
	от 35 до 45
	от 45 до 55

	от 1 до 4 лет
	19
	19
	18

	
	20
	20
	19

	
	20
	20
	20

	
	20
	23
	21

	
	22
	25
	23

	от 4 до 7 лет
	30
	20
	19

	
	31
	29
	25

	
	32
	30
	25

	
	32
	31
	26

	
	34
	31
	26

	от 7 до 10 лет
	35
	36
	24

	
	35
	40
	24

	
	39
	41
	24

	
	40
	42
	25

	
	41
	45
	25

	Свыше 10 лет
	40
	28
	20

	
	40
	31
	24

	
	41
	35
	25

	
	41
	36
	31

	
	42
	40
	32


Результат расчета двухфакторный дисперсионного анализа с повторениями по данным табл.2.8 приведен в табл.2.9.

Таблица 2.9

	ИТОГИ
	от 25 до 35
	от 35 до 45
	от 45 до 55
	Итого

	от 1 до 4 лет
	
	
	
	

	Счет
	5
	5
	5
	15

	Сумма
	101
	107
	101
	309

	Среднее
	20,2
	21,4
	20,2
	20,6

	Дисперсия
	1,2
	6,3
	3,7
	3,5428571

	
	
	
	
	

	от 4 до 7 лет
	
	
	
	

	Счет
	5
	5
	5
	15

	Сумма
	159
	141
	121
	421

	Среднее
	31,8
	28,2
	24,2
	28,06666


	Дисперсия
	2,2
	21,7
	8,7
	19,63809

	
	
	
	
	

	от 7 до 10 лет
	
	
	
	

	Счет
	5
	5
	5
	15

	Сумма
	190
	204
	122
	516

	Среднее
	38
	40,8
	24,4
	34,4

	Дисперсия
	8
	10,7
	0,3
	60,4

	
	
	
	
	

	свыше 10 лет
	
	
	
	

	Счет
	5
	5
	5
	15

	Сумма
	204
	170
	132
	506

	Среднее
	40,8
	34
	26,4
	33,73333

	Дисперсия
	0,7
	21,5
	25,3
	50,63809

	
	
	
	
	

	Итого
	
	
	
	

	Счет
	20
	20
	20
	

	Сумма
	654
	622
	476
	

	Среднее
	32,7
	31,1
	23,8
	

	Дисперсия
	68,5368
	66,6210
	13,32631
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	

	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F

	Выборка
	1842,53
	3
	614,1777
	66,81897

	Столбцы
	900,4
	2
	450,2
	48,97914

	Взаимодействие
	537,467
	6
	89,57777
	9,745542

	Внутри
	441,2
	48
	9,191666
	

	
	
	
	
	

	Итого
	3721,6
	59
	
	


Рассмотрим  “выдачу” результатов расчетов при влиянии стажа  (фактор В, “выборка” в табл.2.9 ) и возраста (фактор А, “столбцы ” табл.2.9) на уровне 
[image: image228.wmf]a

 = 0.05.

Фактор “стаж” значимо влияет на производительность, т.к.


[image: image229.wmf]F

>
[image: image230.wmf].

крит

F

(66.81>2.79),

фактор “возраст ” имеет влияние (48.97 > 3.19) , взаимодействие стажа и возраста (факторы A и B) также влияет на конечный результат (9.74>2.29).

Влияние факторов в процентном отношении на производительность труда следующее (см. табл. 2.9):

· стаж                             (1842.53/3721.6*100%)   =   49.51%

· возраст                        (900.4/3721.6 *100%)   =  24.19%

· взаимодействие         (537.46/3721.6 * 100%)   =  14.44%

· неконтролируемые факторы (“внутри”)  (441.2/3721.6 * 100%) =  11.85% 

Влияние это по всем факторам практически имеет доверительную вероятностью сто процентов (P – значения равны 3.702*10
[image: image231.wmf]17

-

, 2.560*10
[image: image232.wmf]12

-

, 5.197*10
[image: image233.wmf]07

-

).

В этом примере  мы выяснили, что факторы “стаж” и ”возраст” влияют на производительность труда, но мы не выяснили “как” влияют эти факторы – положительно или отрицательно.

Используя данные табл.2.9 попробуем решить эту задачу. Выберем из табл.2.9 средние значения выработки продукции по категориям стажа для каждого возрастного интервала. Эти данные внесем в табл.2.10.

Таблица 2.10

	
	от 25 до 35 лет
	от 35 до 45 лет
	от 45 до 55 лет

	От 1 до 4 лет
	20.2
	21.4
	20.2

	От 4 до 7 лет
	31.8
	28.2
	24.2

	От 7 до 10 лет
	38.0
	40.8
	24.4

	Свыше 10 лет
	40.8
	34.0
	26.4


На основании этих данных построим графики. График (рис.2.1) отражает взаимодействие  возраста и стажа. Из графика видно, что средняя часовая выработка увеличивается с ростом стажа у молодых работников (25–35 лет), для возрастной группы 35 – 45 лет производительность труда растет, если стаж не превышает 10 лет, далее производительность падает. Для третьей возрастной группы (45 –55) лет самая низкая производительность труда независимо от стажа работы.
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Рис. 2.1

На графике (рис 2.2) видно, что наибольшая производительность наблюдается у молодых людей со стажем работы свыше 10 лет и людей среднего возраста со стажем от 7 до 10 лет, и что при маленьком стаже (от 1 до 4 лет) производительность труда самая низкая независимо от возраста.

(Выводы справедливы  к исследованной генеральной совокупности работников определенной специальности /22/).
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Рис 2.2

3. Регрессионный анализ

Как мы уже знаем, установить наличие связи между признаками возможно с помощью коэффициента корреляции. Однако, корреляционный анализ не дает информации о характере связи. Связь между признаками можно выяснить с помощью регрессионного анализа.

Для многих задач с определяемыми количественными переменными представляет интерес исследования влияния некоторых переменных на другие.

Обычно существующая функциональная связь слишком сложна для описания, задача регрессионного анализа при этом состоит в подборе упрощенной аппроксимации этой связи с помощью математической модели. Регрессионный анализ имеет в своем распоряжении специальные процедуры проверки, является ли выбранная математическая модель адекватной для описания имеющихся данных. При исследовании такой приближенной математической модели можно больше узнать об изучаемой истинной зависимости. Даже если по физическому смыслу между переменными не существует реальной связи, отражение ее с помощью математического уравнения может быть полезно (например, для уменьшения пространства исходных признаков). Таким образом, можно сказать, что регрессия часто используется при попытках установить причинную связь. Еще одно возможное использование регрессии - количественное измерение эффекта с помощью коэффициента регрессии. Однако чаще всего регрессионный анализ используется для прогноза, т.е. предсказания значений ряда зависимых переменных по известным значениям других переменных. Коротко суть основной задачи регрессионного исчисления можно сформулировать следующим образом: как по величине переменной X  можно судить о величине переменной Y /40/.
Простейшим примером процедуры регрессионного анализа является часто возникающая практическая задача — подбор прямой по парам наблюдений (Хi , Yi, i=1,n).

Если задача включает большее число переменных-предикторов (или регрессоров, или параметров прогноза), то она называется многофакторной. Относительно регрессионного анализа говорят о линейности или нелинейности модели. Величина наивысшей степени регрессора (переменной) в модели называется порядком модели. 

(Пример : Y =  
[image: image234.wmf]b

0

 + 
[image: image235.wmf]b

1

X + b2 X3 – уравнение модели третьей степени).

3.1. Прямолинейная связь между двумя переменными

Итак, связь между зависимой случайной величиной Y и величиной X, которая является переменной (но не случайной переменной), выражается уравнением регрессии Y относительно X. Мы не случайно оговорили, что переменная-предиктор X не подвержена случайной вариации, тогда как переменная отклика  Y  подвержена. В практическом смысле такое предположение редко выполняется, однако, если это не так, то требуются более сложные математические методы построения зависимостей, даже в случае однофакторной модели. Поэтому всегда полезно по возможности организовать эксперимент так, чтобы разброс истинного значения предикторной переменной (или диапазон ее изменения) существенно превышал разброс случайных ошибок, содержащихся, вероятно, в этой переменной. Тогда ошибками, содержащимися в предикторной переменной, можно будет пренебречь и пользоваться обычными методами регрессионного анализа.
Наиболее простой вариант линии регрессии переменной  Y от переменной X имеет вид:

Y = 
[image: image236.wmf]b

0

 + 
[image: image237.wmf]b

1

X +
[image: image238.wmf]e


Это уравнение представляет собой линейную по регрессору X однофакторную математическую модель, 
[image: image239.wmf]e

 - случайная ошибка модели. Обычно с помощью метода  наименьших квадратов /6/ на основе имеющихся данных идентифицируются коэффициенты полинома  
[image: image240.wmf]b

0

, 
[image: image241.wmf]b

1

, являющиеся выборочными оценками соответствующих параметров модели 
[image: image242.wmf]b

0

,
[image: image243.wmf]b

1

. Тогда в качестве предсказывающего можно использовать уравнение: 
[image: image244.wmf]Y

=
[image: image245.wmf]b
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 + 
[image: image246.wmf]b

1

X,  две черты над символом Y означают предсказанное значение Y для данного X при определенных значениях регрессионных параметров.
Метод наименьших квадратов предполагает идентификацию неизвестных параметров модели в соответствии с минимизацией функционала качества приближения. Слагаемые такого функционала представляют собой квадрат отклонений реальных значений переменной отклика 
[image: image247.wmf]Y

 от соответствующего модельного значения /3,17,41/.

Не вдаваясь в вычислительные тонкости, скажем только, что метод наименьших квадратов дает оценки 
[image: image248.wmf]b
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, 
[image: image249.wmf]b
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, коэффициентов полинома 
[image: image250.wmf]b

0

,
[image: image251.wmf]b

1

. Обычно получение таких оценок проводят с помощью соответствующей компьютерной программы. В наиболее простом случае линейной однофакторной модели оценки коэффициентов могут быть рассчитаны по следующим формулам  /41/:
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где  Xср,Yср - средние арифметические значения наблюдений X и Y  соответственно.
Для графического изображения задачи используется прямоугольная система координат, любой паре значений  (Xi ,Yi) соответствует точка в регрессионной области. Через скопление точек на регрессионном графике нужно провести прямую так, чтобы, исходя из значений X, можно было бы как можно точнее оценить значения Y (см. рис.3.1).

[image: image253.png]X




Рис.3.1  Прямая регрессия  Y по X   /5/.

Пунктиром обозначены отклонения наблюдаемых значений от линии регрессии (Yi - 
[image: image254.wmf]Y

i). Величина (
[image: image255.wmf]Y

i – Yср)
[image: image256.wmf]является отклонением предсказанного по модели значения от среднего значения; величина  Yi— Yсp является отклонением измеренного значения отклика от среднего.
3.2  Точность  оценки  регрессии

Рассмотрим вопрос о том, какая точность может быть приписана нашей оценке линии регрессии. Точность аппроксимации данных регрессионной моделью оценивается с помощью анализа остатков, т.е. разностей между наблюдаемыми и предсказанными по модели значениями. Для этого представим остаток 
[image: image257.wmf]e

i

 = Yi - 
[image: image258.wmf]Y

i в виде разности двух величин:

1) отклонение наблюдаемого значения отклика Yt от среднего откликов  Yср;

2)  отклонение предсказанного значения отклика 
[image: image259.wmf]Y

i от того же самого среднего значения Yср.
Если рассмотреть все п наблюдений, то можно выразить сумму квадратов отклонений наблюдений Yi от среднего в виде двух основных слагаемых: суммы квадратов отклонений наблюдаемых значений Yi относительно регрессии и суммы квадратов отклонений регрессионных значений относительно среднего. Второй член в правой части характеризует вариацию, связанную с регрессией, и объясняет разброс за счет исследуемого фактора. Первое слагаемое в этой сумме является «необъяснимой» вариацией, отклонения отражают влияние случайных факторов, и эта вариация обычно называется остаточной (рис.3.1). Пригодность линии регрессии зависит от соотношения этих слагаемых. Тогда, воспользовавшись методами дисперсионного анализа, строим таблицу дисперсионного анализа /14,17,40/ (табл.3.1).

При проведении регрессионного анализа с помощью раз​личных программ часто можно встретиться с величиной  
[image: image260.wmf]R

2

, ее обычно называют коэффициентом детерминации.
Эта величина измеряет долю общего разброса относительно среднего (
[image: image261.wmf]ss
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), объясняемую регрессией (
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-Y ср)2 ). Таблица дисперсионного анализа может помочь вычислить искомую величину R2:
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Таблица  3.1  

Общий вид таблицы дисперсионного анализа

для оценки точности  регрессии
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Фактически  R  -  это корреляция между наблюдаемыми значениями  Y  и предсказанными (рассчитанными) значениями 
[image: image265.wmf]Y

.  Коэффициенты регрессионного уравнения являются случайными величинами и, по имеющимся данным, мы находим лишь их выборочные оценки. 

С помощью таблицы дисперсионного анализа можно оценить дисперсию коэффициентов 
[image: image266.wmf]0

b

и
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 регрессионной модели /3,17,19,40/ . Так, оценка дисперсии 
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 равна /40/:


[image: image269.png]Dly] = (o -g"lx,?) fn- (X, - -~ Xep).

i=1




Оценка дисперсии
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 равна:
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Оценка величины остаточного стандартного отклонения 
[image: image272.wmf]s

 содержится в таблице дисперсионного анализа (см. табл.2.11.). Корень квадратный из дисперсии 
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 и 
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 задает соответствующие стандартные ошибки оценок регрессионных коэффициентов.

С помощью дисперсионного анализа можно, кроме того, проверить гипотезу о равенстве нулю коэффициента 
[image: image275.wmf]1
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 в уравнении регрессии. Для проверки справедливости нулевой гипотезы 
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 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf]1
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= 0 нужно по таблице дисперсионного анализа вычислить 
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-отношение F = 
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 и проверить по таблице значений 
[image: image281.wmf]F

- критерия Фишера /17,40/ для выбранного уровня значимости . Если рассчитанное значение F превосходит табличное, нулевая гипотеза отвергается на выбранном уровне 
[image: image282.wmf]a

. Таким образом проверяется значимость выбранного уравнения регрессии. Проверить значимость рассчитанного коэффициента 
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 можно и с помощью 
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 -критерия Стьюдента. Для этого формулируется нулевая гипотеза 
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 EMBED Equation.3  [image: image286.wmf]1
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= 0 и альтернатива к ней. 

Рассчитываем статистику критерия как отношение оценки коэффициента 
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 к оценке его стандартной ошибки:

t =
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и сравниваем полученную величину с табличным значением для выбранного уровня значимости  и  числом степеней свободы п - 2. Если рассчитанное значение превосходит табличное (таблица критических значений 
[image: image289.wmf]t

-критерия  Стьюдента  в /17,40/) , нулевая гипотеза отвергается на выбранном уровне значимости.

Аналогично можно проверить и значимость оценки свободного члена 
[image: image290.wmf]0

b

в уравнении регрессии. Даже если априори известно, что данная линия регрессии должна проходить через начало координат, лучше исходить из того, что модель содержит “ненулевой”  свободный член. Получив выборочную оценку для коэффициента 
[image: image291.wmf]0

b

, нужно проверить гипотезу о его значимости (другими словами, проходит ли данное уравнение регрессии через начало координат). Для этого рассчитывается 
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 - статистика критерия Стьюдента в виде:
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Для значений коэффициентов регрессии 
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,
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  по их выборочным оценкам 
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 и 
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EMBED Equation.3[image: image298.wmf]могут быть рассчитаны доверительные интервалы по формуле  
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EMBED Equation.3[image: image300.wmf]±
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EMBED Equation.3[image: image303.wmf])

*
[image: image304.wmf](

)

j

b

D

 , где t(n-2, 1- 0,5*
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) -  коэффициент Стьюдента, определяемый по таблице Стьюдента /17,40/, (п  -2) -  число степеней свободы, индекс j может  принимать значения 0 и 1 для обозначения коэффициентов уравнения регрессии, табличное значение 
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 выбирается с учетом двустороннего доверительного интервала 
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, обычно равно 5%. Кроме того, возможно построение совместной доверительной области для параметров 
[image: image308.wmf]0

b

 и 
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 /3,19,40,41/.

3.3  Доверительные интервалы уравнения регрессии

Выражения для дисперсий коэффициентов 
[image: image310.wmf]0

b

 и 
[image: image311.wmf]1
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 используются для построения доверительных интервалов уравнения регрессии. Для любого фиксированного значения х имеет место равенство, дающее оценку дисперсии соответствующего 
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:
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При любом значении переменной Х соответствующие значения переменной отклика  
[image: image314.wmf]Y

 распределены нормально со средним значением 
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. Поэтому по заданному 
[image: image316.wmf]значению х можно построить 95% доверительный интервал для «истинного» среднего значения уравнения регрессии 
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:
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, где величина коэффициента Стьюдента 
[image: image322.wmf]t

 определяется для 95% доверительной вероятности и числа степеней свободы, равного n- 2 (таблица в /17,40/). 

Нужно еще раз подчеркнуть, что таким образом мы задаем доверительные границы для линии регрессии, и построение такой доверительной области производится в связи с тем, что уравнение регрессии строится по выборке значений. Доверительные границы представляют собой кривые - гиперболы, лежащие по обе стороны от линии регрессии. Наименьшую ширину область имеет вблизи значений X, равных 
[image: image323.wmf]ср

X

, и расширяется при удалении от среднего значения. По мере удаления от «центра» значений  Х и, тем более за пределами нашего наблюдения, точность предсказания ухудшается, соответственно и доверительная область становится шире (рис.3.2). С заданной вероятностью, обычно 95%, можно утверждать, что «истинная» линия регрессии находится в границах полученной доверительной области. Не удивительно, что некоторые наблюдаемые значения 
[image: image324.wmf]i
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 лежат вне построенного доверительного интервала (см. рис.3.2). Дело в том, что мы строили доверительную область для линии регрессии, а не для значений переменной отклика, которая получилась бы шире построенной нами доверительной области.

Однако исследователя может интересовать задача построения доверительной области не для уравнения регрессии, а для значений зависимой переменной 
[image: image325.wmf]Y

. Такая доверительная область также может быть построена. Ее границы задаются соотношением 
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 EMBED Equation.3  [image: image327.wmf]±
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 вычисляется по следующей формуле для любого значения переменной  
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Таким образом, определяется доверительная область, в которую попадает определенный процент (например, 95% при соответствующем выборе коэффициента Стьюдента 
[image: image333.wmf]t

) всех значений переменной отклика. Данный интервал называется также интервалом прогноза, поскольку он задает доверительные пределы, между которыми с заданной вероятностью будет находиться новое наблюдение 
[image: image334.wmf]Y

, отвечающее заданному значению переменной 
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 /3,19,40/.

[image: image336.png]



Рис. 3.2   Линия регрессии и соответствующая 95% доверительная область

для данной линии регрессии.

Таким образом, определяется доверительная область, в которую попадает определенный процент (например, 95% при соответствующем выборе коэффициента Стьюдента 
[image: image337.wmf]t

) всех значений переменной отклика. Данный интервал называется также интервалом прогноза, поскольку он задает доверительные пределы, между которыми с заданной вероятностью будет находиться новое наблюдение 
[image: image338.wmf]Y

, отвечающее заданному значению переменной 
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 /3,19,40/.

Надо обратить особое внимание на связь корреляции и регрессии, поскольку часто эти понятия путают. Корреляционный коэффициент Пирсона 
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 учитывает меру линейной зависимости между двумя переменными 
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 и 
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. В то время как оценка коэффициента регрессии 
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 измеряет величину изменения переменной 
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, которую можно предсказать, если изменение 
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 равно единице. При этом справедливо соотношение:
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где 
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s

 и  
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s

— выборочные оценки средних квадратичных отклонений для выборок 
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 и 
[image: image350.wmf]Y

. В корреляционном анализе 
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 и 
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 - случайные переменные, распределенные по нормальному закону,  В случае же регрессионного анализа мы различаем независимую переменную 
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 и зависимую переменную 
[image: image354.wmf]Y

.

В заключении, перед рассмотрением примеров использования регрессионного анализа, отметим, что подробно с ним можно ознакомиться по работам / 3,13,17,19,20,22,30,40,41/.

3.4   Примеры  использования регрессионного анализа

Рассмотрим известные примеры по использованию регрессионного анализа.

Простая регрессия (линейная, однофакторная) -  нахождение аналитического вида зависимости двух переменных 
[image: image355.wmf]X

 и 
[image: image356.wmf]Y

.

В качестве примера  используем данные  эксперимента по исследованию связи между дефицитом циркулирующей крови при острой желудочно-кишечной геморрагии язвенной этиологии, 
[image: image357.wmf]Y

 (мл), и гематокритной величиной 
[image: image358.wmf]X

 (в % ) /22/. Данные приведены в табл. 3.2.

Таблица 3.2

	Дефицит цирк.  крови - 
[image: image359.wmf]Y

 (мл)
	Гематокритная величина - 
[image: image360.wmf]X

 (в % )

	2200
	22

	1600
	25

	700
	30

	400
	40

	1100
	30

	800
	39

	700
	30

	1100
	39

	1100
	26

	1800
	23


По данным табл.3.2 в Excel строим  регрессионную линейную модель. Результат на рис. 3.3.
Из рис. 3.3 видно, что получена довольно неплохая модель – R- квадрат равен 0.58, при средней абсолютной ошибке  равной 299.6 , при “разбросе” значений остатков от -475.1 до 520.9 (“размах остатков” 996.0). Некоторые сомнения вызывают  довольно средние показатели регрессионной  статистики (см. рис. 3.3). Расчеты абсолютных средних значений проведены с помощью Excel.

Поэтому была построена полиномиальная модель второй  степени (рис. 3.4). 

Эта модель обладает лучшими статистическими свойствами, чем модель первой степени. Об этом говорят сравнения регрессионных статистик обеих моделей (например, R – квадрат  0,82 в модели второго порядка (второй степени) против значения R – квадрата равного 0.58 в модели первого порядка). Средняя абсолютная ошибка равна 189.7 (против 299.6 в первой модели). Размах ошибки 773.6 (996,0 в первой модели) при разбросе  значений остатков от –397.5 до 376.1.

Более подробно результаты регрессионного анализа  рассмотрим на примере многофакторного регрессионного анализа (его могут называть еще множественной регрессией).

В предлагаемом  примере задача состоит в выявление зависимости заболеваемости зобом у детей – подростков от содержания йода в моче, кислотно - щелочного баланса крови (pH) и  уровня гормона, регулирующего работу щитовидной железы (ТТГ).

(Пример о зобе у детей и интерпретация результатов вычислений заимствованы из работы И.А.Скрипченко /41/).

Составляющие регрессионной статистики (рис.3.5) позволяют сделать ряд выводов о правомерности применения линейного регрессионного анализа. Значение множественного коэффициента корреляции 0.988, говорит о значительной линейной зависимости между факторами влияния и откликом. Коэффициент детерминации (R - квадрат) - 0.976, говорит о высокой степени соответствия регрессионной модели эмпирическим данным. Учтенных факторов влияния на объем щитовидной железы ограниченное количество - (три), соответственно нормированный коэффициент детерминации практически не отличается от исходного 0.971. Это также позволяет утвердиться в решении - степень соответствия регрессии реальному процессу значительна.

Вывод об адекватности построенной модели реальному процессу делаем на основании результатов дисперсионного анализа. Уровень значимости величины 
[image: image361.wmf]F

, на котором отвергается нулевая гипотеза отсутствия влияния факторов на отклик, незначительно отличающийся от нуля (3.4Е-13). В медицинских исследованиях и большинстве других областей уровень значимости, на котором отвергается нулевая гипотеза, должен быть равен или меньше 0.05 - это вероятность ошибки первого рода, говорит о бесспорной адекватности модели.

Статистики коэффициентов модели позволяют сделать следующие выводы:

· Y - пересечение (коэффициент 8.135) значительно отличается от нуля, гипотеза равенства коэффициента нулю отвергается на уровне значимости 0.0079. Нижняя и верхняя граница коэффициента, не включающая в свой диапазон нулевое значение, позволяет сделать вывод, что отличие коэффициента от нуля значимо.

· Йод(коэффициент-0.465)отличен от нуля на уровне значимости 3.37Е-5. Границы коэффициента, не включающие нулевое значение, подтверждают значимость отличия от нуля. Отрицательное значение коэффициента говорит о том, что при увеличении содержания йода заболеваемость снижается, т.е. взаимозависимость обратная или, как еще говорится, отрицательная (увеличение одного фактора приводит к снижению другого).

· Кислотно-щелочной состав рН характеризуется коэффициентом  -0.17. 

Гипотеза равенства нулю коэффициента в нашем случае не может быть подвержена отклонению, он не отличается от нуля на уровне значимости 0.05 (0.636). Верхняя и нижняя границы, включающие в свой интервал нулевое значение, позволяют утвердиться в этом решении - коэффициент не отличен от нуля. Вывод - значение рН  не связано с заболеваемостью.

· Гормон ТТГ - коэффициент 0.307. Гипотеза равенства нулю коэффициента подвержена отклонению на уровне значимости 0.01. Диапазон границ коэффициента не включает в свой состав нулевое значение, отсюда вывод - коэффициент значимо отличается от нуля. Положительное значение говорит о том, что при увеличении значения одного фактора, значение другого также растет.

· Ввиду того, что кислотно-щелочной состав рН не оказывает влияния на заболеваемость, он должен быть исключен из модели. Регрессионный анализ, проведенный без данного фактора, дает возможность принять решение о том, что уровень йода и гормон ТТГ значимо влияют на заболеваемость, уравнение регрессии будет следующим;
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,

где 
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 - содержание йода; 
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X

 - уровень гормона ТТГ.

(Листинг решения  в Приложении).

4. Приложения

4.1 Практическое применени е MS EXCEL

4.1.1 Расчет 
[image: image367.wmf]2

c

  - критерия

1. Запуск программы  EXCEL
2. Ввод данных из таблиц 1.1 и 1.2  (см. рис. 4.1)

3. Щелчок по кнопке “вставка функций ” на стандартной панели инструментов. Открывается диалоговое окно (рис.4.1). Выбираем в Мастере функций из категорий  - “ Статистические”,  из функций  - “ХИ2ТЕСТ”.
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Рис.4.1

4. В диалоговое окно “ХИ2ТЕСТ” вносим данные по фактическим и ожидаемым числам. (Ожидаемые числа должны быть предварительно рассчитаны). Получаем значение вероятности  равное 0.00769 (рис.4.2).

5. Выбираем из категорий  - “ Статистические”, из функций  - “ХИ2ОБР”

(рис. 4.3).

6. В диалоговое окно “ХИ2ОБР” (рис. 4.4) вводим данные о рассчитанной вероятности  (в примере - ячейка C9) и степень свободы (в примере степень свободы равна 1).

Получаем значение 
[image: image368.wmf]2

c

 - критерия (в примере результат в ячейке D9,  
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c

=7.10).
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Рис. 4.2

Рис. 4.3
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Рис 4.4

К сожалению, в электронной таблице Excel нет процедуры определения  ожидаемых чисел (ожидаемого интервала на рис. 4.2) , поэтому использование возможностей Excel для расчета 
[image: image370.wmf]2

c

 - критерия несколько трудоемко, но возможно. Пример такого расчета подробно показан в работе /31/. Другой  вариант  - с помощью Ехсеl определять ожидаемые числа по схеме, предложенной в главе 1 и далее по схеме как показано выше. Возможно также использование других статистических пакетов, например, пакета БИОСТАТ (биостатистика) /14/, оглавление которого приведено в конце параграфа 4.2 ПРИЛОЖЕНИЯ.   Наиболее полный набор статистических процедур представлен в системе STATISTICA /19/, успешно используется пакет STADIA /30/  и т.д.

4.1.2 Расчет  коэффициентов корреляции

Для иллюстрации расчетов коэффициентов корреляции Пирсона и Спирмена воспользуемся табл.1.9. Введем данные этой  таблицы в Excel и

подсчитаем значения коэффициентов (рис.4.5).

1. Коэффициент корреляции Пирсона рассчитывается по схеме: пункт меню Сервис => Анализ данных => Инструменты анализа => Корреляция. В открывшемся окне (рис 4.6) в поле Входной интервал вводим диапазон данных (если есть названия признаков, то в поле Метки устанавливаем флажок). Выходной интервал - адрес ячейки области вывода. В нашем примере  коэффициент корреляции Пирсона между признаками X1 и  X2 в ячейке B15 (рис.4.5). ( Коэффициент корреляции Пирсона можно  рассчитать для двух признаков с помощью Мастера функций).

2. Так как коэффициент корреляции Спирмена не предусмотрен для расчетов в Анализе данных и при помощи Мастера функций, его не сложно определить самостоятельно с использованием простейших функций Excel.

Для этого, зная ранги параметров X1 и X2 (табл.1.9 или рис. 4.5), легко рассчитать 
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 для формулы Спирмена  r =  1 - 
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 средствами Excel /5/.Для примера (рис.4.5)  формула  будет выглядеть следующим образом: 

= 1 – (6 * F12) / (10 * (10 ^ 2-1)).
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Рис.4.5

Здесь в ячейке F12  - сумма в квадрате разностей между рангами сопряженных признаков. В ячейке F13 значение коэффициента Спирмена (рис. 4.5).

Процесс ранжирования в Excel проводится с помощью функции РАНГ(), которая работает  с ограничениями - не проводит осреднение рангов и поэтому нужно либо дополнять Excel модулем  ранжирования с осреднением /31/, либо использовать статистические пакеты /6,14,22,30,47/.
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Рис. 4.6.

4.1.3 Использование EXCEL  при дисперсионном анализе

1. Запуск программы EXCEL

2. Вводим данные по примеру  (глава 2)  влияния денежного вознаграждения  на результаты труда (рис. 4.7).

3. Для проведения анализа открываем пункт меню Сервис, выбираем Анализ данных и в открывшемся окне Инструменты анализа указываем пункт Однофакторный дисперсионный анализ (рис. 4.8).
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Рис. 4.7

В диалоговом окне Однофакторный дисперсионный анализ задается область исходных данных (А2 :F10), Альфа  ( “по умолчанию” - 0.05, меняется в зависимости от требований задачи), метка - если есть названия признаков, то в поле Метки устанавливаем флажок),  выходной  интервал  -  в примере A11 (рис 4.7).
Двухфакторный  дисперсионный анализ (с повторениями и без) рассчитывается аналогично однофакторному. Листинги с итогами расчета и  интерпретация результатов показаны в главе 2.

4.1.4  Использование EXCEL  при регрессионном анализе

1. Запуск программы EXCEL

2. Вводим данные по задаче о выявлении зависимости заболеваемости зобом у детей – подростков от содержания йода в мочи  и  уровня гормона, регулирующего работу щитовидной железы (ТТГ)  (рис. 4.9).
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Рис. 4.8

3. Для проведения анализа открываем пункт меню Сервис, выбираем Анализ данных и в открывшемся окне Инструменты анализа указываем пункт Регрессия.

В диалоговом окне Регрессия задается область исходных данных  (рис. 4.10):

входной интервал Y (в примере - $B$1:$B$21),

входной интервал X (в примере - $C$1:$D$21,

уровень надежности  (по умолчанию 0.05, меняется в зависимости от требований задачи),

метка - если есть названия признаков, то в поле Метки устанавливаем флажок,

выходной  интервал  - в примере F1.

Составляющие области вывода  (листинг результатов)  /41/ .

По окончанию расчета на рабочий лист выводится три группы результатов (рис.4.9). Интерпретация их дана в главе 3.

Первая группа - регрессионная статистика, включает в свой состав:

· Множественный  R - коэффициент множественной корреляции;

· R - квадрат - множественный коэффициент детерминации;

· Нормированный R-квадрат - корректированный коэффициент детерминации;

· Стандартная ошибка - стандартная ошибка регрессии;

· Наблюдения - количество наблюдений.

Вторая группа результатов - дисперсионный анализ, здесь использован ряд общепринятых сокращений.

Вот их расшифровки:

· 
[image: image373.wmf]df

- степени свободы;

· 
[image: image374.wmf]SS

 - сумма квадратов отклонений;

· 
[image: image375.wmf]MS

 - средний квадрат отклонения;

· 
[image: image376.wmf]F

 - отношение дисперсий;

· Значимость  
[image: image377.wmf]F

  - критическое значение квантиля распределения Фишера, на котором отвергается нулевая гипотеза отсутствия влияния фактора.

Построчно в таблице выводятся показатели, характеризующие изменчивости: присущую модели и случайную.

· Регрессия - здесь выводятся характеристики, связанные с закономерной изменчивостью: сумма квадратов отклонений между группами 
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, соответствующее число степе​ней свободы  
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, на основании количества которых опреде​ляется Значимость 
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 и частное от этих величин - средний квадрат отклонений  
[image: image381.wmf]MS

. Так же в данной строке выведен собственно результат анализа: 
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- отношение.

· Остаток - тут представлены показатели, характеризую​щие действие случайных факторов - те же самые, что и для предыдущей строки, только, разумеется, без окончательных результатов анализа.

· Итого - представлены суммы квадратов отклонений от среднего 
[image: image383.wmf]SS

 и количество степеней свободы 
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 значениям регрессии и остатка. В данном случае 
[image: image385.wmf]SS

 - характеристика полной изменчивости.

Следующая группа результатов включает в свой состав значения коэффициентов уравнения регрессии, а также статистики, на основании которых проверяется значимость влияния фактора для каждого коэффициента, включенного в модель.

· Коэффициенты - значение коэффициентов;

· Стандартная ошибка — стандартная ошибка коэффициентов;

· 
[image: image386.wmf]t

 - статистика - значение статистики критерия, на основании которого определяется уровень значимости отклонения гипотезы равенства коэффициенов нулю  (Р-значение);

· Р-значение - уровень значимости, на котором отвергается гипотеза равенства коэффициентов нулю;

· Нижние 95% - нижняя граница доверительного интервала, в котором находится значение коэффициентов генеральной со​вокупности;

· Верхние 95% - верхняя граница доверительного интервала, в котором находится значение коэффициентов генеральной со​вокупности;

· Нижние ... % - нижняя граница доверительного интервала, в котором находится значение коэффициентов генеральной совокупности (значение задается при определении параметров анализа); 

· Верхние % - верхняя граница доверительного интервала, в котором находится значение коэффициентов генеральной совокупности (значение задается при определении параметров анализа).

При необходимости есть возможность вывести таблицу стандартных и простых остатков, где для каждого значения ряда выводится предсказанное значение, с которым сопоставляется остаток, представляющий собой разность между прогнозным и реальным значением ряда.  Кроме вывода табличной информации, есть возможность просмотреть графики остатков, а также ряд других  полезных графиков /41/.
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Рис. 4.9

4.2 Использование программы БИОСТАТ при расчете непараметрических критериев

В Excel не предусмотрены процедуры расчета непараметрических критериев, поэтому мы рассчитаем их с помощью программы БИОСТАТ.

В этой программе используется T – критерий  Манна – Уитни вместо рассмотренного в главе 1 U – критерия (U=T-
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n

(
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-1)/2).

Критические значения T – критерия Манна - Уитни приведены в табл.4.1 Столбец критических значений содержит пары чисел. Различия статистически значимы, если Т не больше первого из них или не меньше второго. Например, когда в одной группе 3 человека, а в другой 6, различия статистически значимы, если Т < 7 или Т > 23.

Порядок  вычисления Т -  критерий Манна – Уитни следующий /14/:

· Данные обеих групп объединяют и упорядочивают по возрас​танию. Ранг 1 присваивают наименьшему из всех значений, ранг 2 — следующему и так далее. Наибольший ранг присваи​вают самому большому среди значений в обеих группах. Если значения совпадают, им присваивают один и тот же средний ранг (например, если два значения поделили 3-е и 4-е места, обоим присваивают ранг 3,5).

· Для меньшей группы вычисляют Т - сумму рангов ее чле​нов. Если численность групп одинакова, Т  можно вычислить для любой из них.

· Полученное значение Т сравнивают с критическими значени​ями. Если T меньше или равно первому из них либо больше или равно второму, то нулевая гипотеза отвергается (различия статистически значимы).

Что делать, если нужной численности групп в таблице не оказалось? 
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Рис. 4.10

Таблица 4.1. Критические значения T - критерия Манна—Уитни (двусторонний вариант) /14/.
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6 7 23 0,048 6 24 0,024
7 7 26 0,033 6 27 0,017
7 8 25 0,067
- 8 8 28 0,042 6 30 0,012
4 4 11 25 0,057 10 26 0,026
5 11 29 0,032 10 30 0,016
5 12 28 0,063
6 12 32 0,038 10 34 0,010
7 13 35 0,042 10 38 0,012
8 14 38 0,048 11 41 0,008
8 12 40 0,016
5 5 17 38 0,032 15 40 0,008
5 18 37 0,056 16 39 0,016
6 19 41 0,052 16 44 0,010
7 20 45 0,048 17 48 0,010
8 21 49 0,045 18 52 0,011
6 6 26 52 0,041 23 55 0,009
6 24 54 0,015
7 28 56 - 0,051 24 60 0,008
7 25 59 0,014
8 29 61 0,043 25 65 0,008
8 30 60 0,059 26 64 0,013
7 7 37 68 0,053 33 72 0,011
8 39 73 0,054 34 78 0,009
8 8 49 87 0,050 44 92 0,010




В таком случае лучше воспользоваться тем, что при численности групп, большей 8, распределение Т приближается к нормальному со средним
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и стандартным отклонением
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где 
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 и 
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 -  объемы меньшей и большей выборок. В таком случае величина
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имеет стандартное нормальное распределение. Это позволяет сравнить 
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 с критическими значениями нормального распределения (последняя строка табл. 3.2 части I). Более точный результат обеспечивает поправка Йейтса:
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По вышеизложенной схеме по программе БИОСТАТ был рассчитан пример (табл.1.8) по T – критерию  Манна – Уитни.

Результат: T = 141; 
[image: image398.wmf]T

z

= 2.71; p = 0.007.

Критическое значение  t –  критерия при 
[image: image399.wmf]a

 = 0.05 равно 2.22.

Вывод: различия между выборками статистически значимы (
[image: image400.wmf]T

z

> tкрит). 

Этот вывод не противоречит выводу, полученному по U – критерию  Манна – Уитни в главе 1.

Далее, по причине отсутствия расчетного аппарата критерия Уилкоксона (для попарно связанных выборок, рассмотренного в главе 1) в Excel, покажем алгоритм определения этого критерия по С.Гланцу /14/ и вычисления его с помощью программы БИОСТАТ.

Последовательность шагов, позволяющая по наблюдениям, выполненным “до и после”, вычислить критерий:

· Вычислите величины изменений наблюдаемого признака. Отбросьте пары наблюдений, которым соответствует нулевое изменение.

· Упорядочите изменения по возрастанию их абсолютной величины и присвойте соответствующие ранги. Рангами одинаковых величин назначьте средние тех мест, которые они делят в упорядоченном ряду.

· Присвойте каждому рангу знак в соответствии с направлением изменения: если значение увеличилось - «+», если уменьшилось - «-».

· Вычислите сумму знаковых рангов W (Существует вариант критерия Уилкоксона,  в котором суммируют только положительные или только отрицательные знаковые ранги (глава 1). На выводе это никак не сказывается, однако значение W, естественно, получается другим. Поэтому важно знать, на какой вариант критерия рассчитана имеющаяся в вашем распоряжении таблица критических значений).

· Сравните полученную величину W с критическим значением (табл.4.2). Если она больше критического значения, изменение показателя статистически значимо. 

Таблица 4.2  Критические значения W (двусторонний вариант) /14/.
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Просчитаем пример из главы 1 (1.4.2) по программе БИОСТАТ.

Результат: W = 21,0 ; p>0.06; n=10.

Критическое значение Wкрит = 39; p=0.048;(табл.4.2).

Вывод: различия между выборками статистически не значимы.

Этот вывод не противоречит выводу, полученному главе 1 - нулевая гипотеза остается в силе  (нулевая гипотеза об отсутствии различия).

.   

Биостатистика

Процедуры, которые возможно просчитать в статистическом прикладном пакете «Биостатистика»:

Описательная статистика


Точный критерий Фишера

Дисперсионный анализ



Критерий хи-квадрат

Ранговая корреляция по Спирмену

Критерий Мак-Нимара

Критерий t (Стьюдента)



Критерий Манна-Уитни

Критерий Уилкоксона



Критерий Крускала-Уоллиса

Критерий Данна




Критерий Ньюмена-Кейлса

Критерий Фридмана



Критерий z

Линейная регрессия и корреляция

Критерий Даннета 

Стандартная ошибка доли

Copyright (c) McGraw-Hill, Inc. 1993

Copyright (c) перевод Издательство "Практика" 1998  (Версия 3.03) / 4/.
4.3  Задачи и упражнения

Теоретические и практические вопросы решения задач и упражнений, предложенных ниже, можно найти в /5,6,14,31,32,40,47/ и в данном учебном пособии.

1. Найдите среднее, стандартное отклонение, медиану, 25-й и 75-й процентили для следующей выборки: 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1;1; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 3; 4; 4; 5; 5; 5; 5; 6; 7; 9; 10; 11. Можно ли считать, что выборка извлечена из совокупности с нормальным распределением? Обоснуйте свой ответ. (Приведенные числа — клинические оценки тяжести серповидноклеточной анемии) /14/.

2. Найдите среднее, стандартное отклонение, медиану, 25-й и 75-й процентили для следующих данных: 289; 203; 359; 243;232; 210; 251; 246; 224; 239; 220; 211. Можно ли считать, что выборка извлечена из совокупности с нормальным распределением? Обоснуйте свой ответ. (Эти числа — продолжительность (в секундах) физической нагрузки до развития приступа стенокардии у 12 человек с ишемической болезнью сердца) /14/.

3. Найдите среднее, стандартное отклонение, медиану, 25-й и 75-й процентили для следующих данных: 1,2; 1,4; 1,6; 1,7; 1,7;1,8; 2,2; 2,3; 2,4; 6,4; 19,0; 23,6. Можно ли считать, что это — выборка из совокупности с нормальным распределением? Обоснуйте свой ответ. (Приведены результаты оценки проницаемости сосудов сетчатки) /14/.

4. Конахан и соавт. определили среднее артериальное давление и общее периферическое сосудистое сопротивление при операциях на открытом сердце с галотановой (9 больных) и морфиновой (16 больных) анестезией. Результаты приведены в таблице. Можно ли утверждать, что в группах галотановой и морфиновой анестезии эти гемодинамические показатели различаются статистически значимо? /14/.
Показатели гемодинамики при галотановой и морфиновой анестезии

	Показатель
	Галотан
	(n=9)
	Морфин
	(n =16)

	
	Среднее
	Стандарт

ное откло

нение
	Среднее
	Стандартное

отклонение

	Наилучший сердечный индекс
	2,08
	1,05
	1,75
	0,88

	Среднее артериальное давление при наилучшем сердечном индексе, мм рт. ст.
	76,8


	13,8


	91,4


	19,6



	Общее периферическое сосудистое сопротивление при наилучшем сердечном индексе дин-с-см
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5. Кокаин чрезвычайно вреден для сердца, он может вызвать инфаркт миокарда даже у молодых людей без атеросклероза. Кокаин сужает коронарные сосуды, что приводит к уменьшению притока крови к миокарду, кроме того, он ухудшает насосную функцию сердца. Нифедипин (препарат из группы антагонистов кальция) обладает способностью расширять сосуды, его приме​няют при ишемической болезни сердца.  Хейл и соавт. предположили, что нифедипин можно использовать и при поражении сердца, вызванном кокаином. Собакам вводили кокаин, а затем нифедипин либо физиологический раствор. Показателем насосной функции сердца служило среднее артериальное давление. Были получены следующие данные.

Среднее артериальное давление после приема кокаина, мм рт.ст

	Плацебо
	Нифедипин

	156
	73

	171
	81

	133
	103

	102
	88

	129
	130

	150
	106

	120
	106

	110
	111

	112
	122

	130
	108

	105
	99


Влияет ли нифедипин на среднее артериальное давление после приема кокаина? /14/.

6.  Хейл и соавт. измеряли  диаметр коронарных артерий после приема нифедипина и плацебо. Позволяют ли приведенные ниже данные утверждать, что нифедипин влияет на диаметр коронарных артерий? /14/

Диаметр коронарной артерии, мм

	Плацебо


	Нифедипин



	2,5
	2,5

	2,2
	1,7

	2,6
	1,5

	2,0
	2,5

	2,1
	1,4

	1,8
	1,9

	2,4
	2,3

	2,3
	2.0

	2,7
	2,6

	2,7
	2,3

	1,9
	2,2


7. Бишоп  изучил эффективность высокочастотной стимуляции нерва в качестве обезболивающего средства при удалении зуба. Все больные подключались к прибору, но в одних случаях он работал, в других был выключен. Ни стоматолог, ни больной не знали, включен ли прибор. Позволяют ли следующие данные считать высокочастотную стимуляцию нерва действенным анальгезирующим средством? /14/.
	
	Прибор включен
	Прибор выключен

	Боли нет

Боль есть


	24

6


	3

17




8. 0'Нил и соавт. сообщили о вспышке гастроэнтерита в маленьком канадском городке. Исследователи предположили, что источником инфекции была водопроводная вода. Они исследовали зависимость между количеством выпитой воды и числом заболевших. Какие выводы можно сделать из приводимых данных? /14/.

	Количество выпитой воды, стаканов в день
	Число заболевших
	Число не заболевших

	Менее 1

От 1 до 4

5 и более
	39

265

265
	121

258

146


9. Одна из причин инсульта — окклюзия сонной артерии. Чтобы выяснить, какое лечение - медикаментозное или хирургическое - дает в этом случае лучшие результаты, Филдс и соавт. сравнили долгосрочный прогноз у леченных двумя методами /14/.

	Лечение


	Повторный инсульт или смерть


	Смерть



	
	Да


	Нет



	Хирургическое

 Медикаментозное
	43

53
	36

19


10. Сакетт и  Гент  сделали важное замечание относительно методики сбора данных в исследовании результатов медикаментозного и хирургического лечения окклюзии сонной артерии (задача 9). Так как изучался «долгосрочный прогноз», в исследование включали только тех больных, которые не умерли и у которых не было повторного инсульта во время госпитализации. В результате из рассмотрения были исключены 15 оперированных (5 из них умерли, а у 10 инсульт произошел вскоре после операции) и только 1 больной, лечившийся медикаментозно. Если учесть и этих 16 больных, то данные примут  вид:

	Лечение


	Повторный инсульт или смерть



	
	Да                                             Нет

	Хирургическое

Медикаментозное


	58                                              36

54                                              19




Что теперь можно сказать о предпочтительности одного из видов лечения? Какое сравнение более верно  -  с учетом этих 16 больных или без их учета (как в задаче 9)? Почему? /14/.

11. Постройте графики для приведенных наборов данных. Найдите для них линии регрессии и коэффициенты корреляции.
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а)                                        б)                                           в)

Нанесите данные и прямые регрессии на графики. Что в этих трех случаях общего, в чем различия?  /14/.

12. Постройте графики для двух наборов данных. Найдите для каждого линию регрессии и коэффициент корреляции. Посмотрите  результаты. 
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13. Исследуя  проницаемость сосудов сетчатки,  Фишман  и  соавт.  решили  выяснить, связан ли этот показатель с электрической активностью сетчатки. Позволяют ли полученные данные говорить о существовании связи? /14/.

[image: image405.png]IponuiaemMocTb cocynos DJeKTpuYecKas aKkTHBHOCTD
CETYATKH CETYATKH
19,5 0,0
15,0 38,5
13,5 59,0
23,3 97,4
6,3 1192 -
2,5 129,5
13,0 198,7
1,8 248,7
6,5 318,0 i
1,8 438,5 A





14. Если при родах шейка матки долго не раскрывается, то продолжительность родов увеличивается и может возникнуть необходимость кесарева сечения. Ч. 0'Херлихи и Г. Мак-Дональд решили выяснить, ускоряет ли гель с простагландином E2 раскрытие шейки матки. В исследование вошло 2 группы рожениц. Роженицам первой группы вводили в шейку матки гель с простагландином E2, роженицам второй группы вводили гель-плацебо. В обеих группах было по 21 роженице; возраст, рост и сроки беременности были примерно одинаковы. Роды в группе, получавшей гель с простагландином E2, длились в среднем 8,5 ч (стандартное отклонение 4,7 ч), в контрольной группе  - 13,9ч (стандартное отклонение — 4,1 ч). Можно ли утверждать, что гель с простагландином E2 сокращал продолжительность родов? /14/.

15.  Курение считают основным фактором, предрасполагающим к хроническим обструктивным заболеваниям легких. Что касается пассивного курения, оно таким фактором обычно не считается. Дж. Уайт и Г. Фреб усомнились в безвредности пассивного курения и исследовали проходимость дыхательных путей у некурящих, пассивных и активных курильщиков Для характеристики состояния дыхательных путей взяли один из показателей функции внешнего дыхания  -  максимальную объемную скорость середины выдоха, которую измеряли во время профилактического осмотра сотрудников Калифорнийского университета в Сан-Диего. Уменьшение этого показателя признак нарушения проходимости дыхательных путей. Данные обследования представлены в таблице.

	Максимальная объемная группа


	Число обследованных


	Максимальная объемная

скорость средины выдоха, л/с

	
	
	

	
	
	Среднее


	Стандартное отклонение



	Некурящие


	
	
	

	Работающие в помещении, где не курят


	200


	3,17


	0,74



	Работающие в накуренном помещении


	200


	2,72


	0,71



	Курящие


	
	
	

	Выкуривающие небольшое число сигарет
	200
	2,63
	0,73

	Выкуривающие среднее число сигарет
	200
	2,29
	0,70

	Выкуривающие большое число сигарет
	200
	2,12
	0,72


Можно ли считать максимальную объемную скорость середины выдоха одинаковой во всех группах? /14/.

16. Низкий уровень холестерина липопротеидов высокой плотности (ХЛПВП) - фактор риска ишемической болезни сердца. Некоторые исследования свидетельствуют, что физическая нагрузка может повысить уровень ХЛПВП. Дж. Хартунг и соавт. исследовали уровень ХЛПВП у бегунов-марафонцев, бегунов трусцой и лиц, не занимающихся спортом. Средний уровень ХЛПВП у лиц, не занимающихся спортом, составил 43,3 мг% (стандартное отклонение 14,2 мг%), у бегунов трусцой  - 58,0 мг% (стандартное отклонение 17,7 мг% ) и у марафонцев -  64,8 мг% (стандартное отклонение 14,3 мг%).В каждой группе было по 70 человек.

Оцените статистическую значимость различий между группами /14/.

17. Ниже таблица содержит данные о группировке 680 человек по двум признакам : 

1- цвет глаз (по строкам):  синий, серый, коричневый;

2- цвет волос (по столбцам): светлый, русый, черный, коричневый.

Необходимо оценить степень связанности этих признаков  /30/.

	177
	71
	17
	14

	95
	119
	75
	25

	12
	44
	23
	8


18. В. Ернайчик, изучая физиологию сна при депрессии, столкнулся с необходимостью оценки тяжести этого заболевания. Шкала депрессии Бека основана на опроснике, заполняемом самим больным. Она проста в применении, однако специфичность ее недостаточна. Применение шкалы депрессии Гамильтона более сложно, поскольку требует участия врача, но именно эта шкала дает наиболее точные результаты. Тем не менее, автор был склонен использовать шкалу Бека. В самом деле, если ее специфичность недостаточна для диагностики, то это еще не говорит о том, что ее нельзя использовать для оценки тяжести депрессии у больных с уже установленным диагнозом. Сравнив оценки по обеим шкалам у 10 больных, В.Ернайчик получил следующие результаты.

	Номер больного


	Оценка по шкале депрессии Бека


	Оценка по шкале депрессии Гамильтона



	1


	20


	22



	2


	11


	14



	3


	13


	10



	4


	22


	17



	5


	37


	31



	6


	27


	22



	7


	14


	12



	8


	20


	19



	9


	37


	29



	10


	20


	15




Насколько согласованы оценки? Рассчитайте коэффициенты корреляции Пирсона и Спирмена /14/.

19. Предположим, что 5% всех учащихся носят очки. Чему равна вероятность того, что в классе из 30 учеников не будет ни одного, бу​дут 1, 2, 3 ученика, носящих очки? /25/.

20. Определяется содержание сиаловой кислоты (в единицах) в крови больных инфарктом миокарда, поступивших на стационарное лечение в срок до 3 дней (группа 1-7 человек) и позднее 6 дней (группа 2-12 человек) от начала заболевания. Требуется оценить значимость различия содержания сиаловой кислоты в двух независимых группах по критерию Манна-Уитни. Исходные данные приведены в таблице /47/.                             

Результаты определения содержания сиаловой кислоты
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21. У 12 работающих на ультразвуковых установках изучалось содер- жание сахара в крови натощак до работы и через три часа после работы. 

Есть ли различия? Исходные данные в таблице /47/. 

Содержание сахара в крови обследованных натощак 

до работы и после 3 часов работы на ультразвуковых установках
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22. В работе /47/ описано исследование влияния на вестибуло-вегетативную устойчивость здоровых мужчин в возрасте 20-30 лет двух факторов:

А - специальной физической и аутогенной тренировки на трех уровнях;

В - медикаментозных средств, предупреждающих укачивание, на четырех уровнях.

1. Уровни фактора  А:

Al - систематическая тренировка в течение более 3 месяцев;

А2 - систематическая тренировка в течение 1-3 месяцев;

A3 - несистематическая тренировка.

2. Уровни фактора В:

В1 - алмид;

В2 - амтизол;

В3 - бемитил;

В4 - гутимин.

Испытанию подвергались лица со слабой вестибуло-вегетативной устойчивостью (со временем укачивания на кресле двойного вращения до неприятных ощущений не более 3 мин.).

Параметром, характеризующим влияние факторов А и В, являлось время укачивания до появления неприятных ощущений в минутах.

На каждом сочетании уровней факторов наблюдали 3 человек. Результаты наблюдений сведены в таблицу времени укачивания на разных уровнях.

Оцените степень влияния факторов А и В и их взаимодействия на время укачивания до появления неприятных ощущений.

Таблица времени укачивания.
	Медикаментозные средства, предупреждающие укачивание, на четырех уровнях.
	Физические и аутогенные тренировки на трех уровнях

	
	А1
	А2
	А3

	В1
	15
	12
	12

	
	14
	14
	8

	
	15
	13
	6

	В2
	12
	10
	5

	
	8
	9
	7

	
	10
	6
	4

	В3
	8
	7
	5

	
	9
	5
	4

	
	6
	6
	3

	В4
	7
	6
	4

	
	10
	3
	3

	
	4
	5
	4


23. Исследуется влияние пяти факторов на уровень загрязнения почвы радиоактивными веществами (РВ). Параметр, характеризующий уровень загрязнения почвы - удельная активность почвы Y, нКи/кг.

Факторы, влияющие на уровень загрязнения почвы РВ:

XI - расстояние от источника РВ и ионизирующих излучений, км;

Х2 - относительная частота накрытия местности 30-градусной зоной облака РВ под действием ветра, относительный коэффициент;

ХЗ - время эксплуатации объекта - источника РВ и ионизирующих излучений, число лет

Х4 - среднее число случаев приведения энергетических установок в рабочее положение на объекте в течение года;

Х5 - относительная величина обеспеченности объекта санпропускниками, относительный коэффициент.

Результаты 20 наблюдений на местности в районе объектов - источников РВ и ионизирующих излучений даны в таблице наблюдений /47/.

Таблица наблюдений в районе источников загрязнения почвы

радиоактивными веществами (РВ)

	Номер наблюдения
	Функция Y,нКи/кг 
	Факторы (признаки, параметры)

	
	
	Х1,км
	Х2,отн.коэф
	Х3,лет
	Х4,случ.
	Х5,отн.коэф.

	1
	90
	0.5
	0.2
	24
	40
	0.2

	2
	186
	4.0
	0.3
	35
	120
	0.2

	3
	26
	15.0
	0.3
	10
	100
	0.8

	4
	200
	1.0
	0.2
	34
	168
	0.2

	5
	82
	3.0
	0.1
	30
	100
	0.2

	6
	50
	11.0
	0.05
	28
	180
	0.4

	7
	8
	20.0
	0.02
	18
	25
	0.6

	8
	20
	0.5
	0.2
	20
	18
	0.8

	9
	45
	0.5
	0.3
	30
	40
	0.7

	10
	15
	5.0
	0.05
	30
	80
	1.0

	11
	100
	0.5
	0.2
	26
	190
	0.2

	12
	74
	5
	0.3
	19
	130
	0.3

	13
	12
	18.0
	0.05
	12
	40
	0.6

	14
	120
	2.0
	0.1
	26
	160
	0.2

	15
	38
	15.0
	0.3
	20
	70
	0.4

	16
	64
	10.0
	0.2
	14
	80
	0.3

	17
	100
	2.0
	0.1
	28
	130
	0.3

	18
	6
	24.0
	0.05
	20
	38
	0.8

	19
	118
	13.0
	0.1
	28
	120
	0.2

	20
	72
	5.0
	0.2
	20
	70
	0.3


Требуется:

1  Определить корреляционную матрицу.

2. Определить коэффициенты модели с помощью регрессионного анализа. Провести дисперсионный анализ модели и оценить ее информативность и значимость, а также степень влияния факторов на параметр Y.

3. Спрогнозировать параметр Y для заданных значений факторов:

Х2=0,15; Х3==25 лет; Х4=100 случ.; Х5=0,5. 

24. При ишемической болезни сердца курение может вызвать приступ стенокардии. Это связано с тем, что никотин увеличивает потребность миокарда в кислороде, а окись углерода связывается с гемоглобином, тем самым снижая поступление кислорода. Однако не способствуют ли развитию приступов и другие компоненты табачного дыма? Чтобы выяснить это,  определили у 12 больных ишемической болезнью сердца продолжительность физической нагрузки до развития приступа стенокардии. У каждого больного опыт проводили до и после выкуривания пяти безникотиновых сигарет, а затем до и после вдыхания эквивалентного количества окиси углерода. Были получены следующие результаты.

Длительность нагрузки до развития приступа стенокардии, секунды

	Курение безникотиновых

сигарет
	Вдыхание окиси

углерода

	Больной
	До
	После
	До
	После

	1
	289
	155
	281
	177

	2
	203
	117
	186
	125

	3
	359
	187
	372
	238

	4
	243
	134
	254
	165

	5
	232
	135
	219
	153

	6
	210
	119
	225
	148

	7
	251
	145
	264
	180

	8
	246
	121
	237
	144

	9
	224
	136
	212
	152

	10
	239
	124
	250
	147

	11
	220
	118
	209
	138

	12
	211
	107
	226
	141


Какие выводы позволяют сделать эти данные? /14/.

4.4. Ответы и решения

1. Среднее - 3,09 (см. ниже таблицу результатов); стандартное отклонение - 2,89; медиана - 2; 25-й процентиль - 1; 75-й процентиль - 5. Вряд ли данные извлечены из совокупности с нормальным распределением:

среднее довольно сильно отличается от медианы, медиана гораздо ближе к 25-му процентилю, чем к 75-му, а значит, распределение асимметрично. Поскольку среднее почти равно стандартному отклонению, в случае нормального распределения примерно 15% значений было бы меньше нуля. Поэтому отсутствие отрицательных значений также говорит против нормальности распределения.

Таблица результатов

	Столбец 1
	
	
	Точка
	Столбец 1
	Ранг
	Процент

	0
	
	
	33
	11
	1
	100.00%

	0
	
	
	32
	10
	2
	96.80%

	0
	Столбец 1
	
	31
	9
	3
	93.70%

	1
	
	
	30
	7
	4
	90.60%

	1
	Среднее
	3.09090909
	29
	6
	5
	87.50%

	1
	Стандартная ошибка
	0.50257600
	25
	5
	6
	75.00%

	1
	Медиана
	2
	26
	5
	6
	75.00%

	1
	Мода
	1
	27
	5
	6
	75.00%

	1
	Стандартное отклонение
	2.88707936
	28
	5
	6
	75.00%

	1
	Дисперсия выборки
	8.33522727
	23
	4
	10
	68.70%

	1
	Эксцесс
	1.17924356
	24
	4
	10
	68.70%

	1
	Асимметричность
	1.31357682
	19
	3
	12
	56.20%

	1
	Интервал
	11
	20
	3
	12
	56.20%

	1
	Минимум
	0
	21
	3
	12
	56.20%

	2
	Максимум
	11
	22
	3
	12
	56.20%

	2
	Сумма
	102
	15
	2
	16
	43.70%

	2
	Счет
	33
	16
	2
	16
	43.70%

	2
	Наибольший(1)
	11
	17
	2
	16
	43.70%

	3
	Наименьший(1)
	0
	18
	2
	16
	43.70%

	3
	
	
	4
	1
	20
	9.30%

	3
	
	
	5
	1
	20
	9.30%

	3
	
	
	6
	1
	20
	9.30%

	4
	
	
	7
	1
	20
	9.30%

	4
	
	
	8
	1
	20
	9.30%

	5
	
	
	9
	1
	20
	9.30%

	5
	
	
	10
	1
	20
	9.30%

	5
	
	
	11
	1
	20
	9.30%

	5
	
	
	12
	1
	20
	9.30%

	6
	
	
	13
	1
	20
	9.30%

	7
	
	
	14
	1
	20
	9.30%

	9
	
	
	1
	0
	31
	.00%

	10
	
	
	2
	0
	31
	.00%

	11
	
	
	3
	0
	31
	.00%


2. Среднее — 244; стандартное отклонение — 43; медиана — 235,5; 25-й процентиль — 211; 75-й процентиль — 246. Выборка вполне может быть извлечена из совокупности с нормальным распределением: медиана близка к среднему и находится примерно посредине между 25-м и 75-м процентилями. Сравните с предыдущей задачей.

3. Среднее - 5,4; стандартное отклонение - 7,6; медиана - 2,0; 25-й процентиль - 1,6; 75-й процентиль - 2,4. Выборку нельзя считать извлеченной из нормально распределенной совокупности: среднее не только не равно медиане, но даже превышает 75-й процентиль. Стандартное отклонение превышает среднее, при этом среди данных нет отрицательных значений (и не может быть по самой природе данных). Высокие значения среднего и стандартного отклонения обусловлены главным образом двумя «выпадающими» значениями — 19,0 и 23,6.

4. Для среднего артериального давления  t = -1,97, для общего периферического сосудистого сопротивления  t = -1,29. Число степеней свободы в обоих случаях v = 23, при 
[image: image408.wmf]a

 = 0,05 ему соответствует критическое значение  t =2,069. Следовательно, различия обоих гемодинамических показателей статистически не значимо.
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5. t = 3,14; v = 20; Р < 0,01. Различия статистически значимы, однако, вопреки первоначальным предположениям, нифедипин не повышает, а снижает артериальное давление.

6. Нет. t = 1,33; v = 20; Р > 0,05. Нифедипин не влияет на диаметр коронарных артерий.

7. Да, позволяют: 
[image: image409.wmf]2

c

 = 17,878; v = 1; P < 0,001.

8. 
[image: image410.wmf]2

c

 =74,925; v=2; P< 0,001. Связь заболеваемости с количеством выпитой воды статистически значима. Сравнив группы попарно (используя поправку Бонферрони), можно убедиться, что заболеваемость растет с количеством выпитой воды.

9. 
[image: image411.wmf]2

c

 = 5,185;  v = 1;  Р < 0,025.  Различия (в пользу хирургического лечения) статистически значимы.

10. 
[image: image412.wmf]2

c

= 2,273;  v = 1;  Р > 0,05.  Теперь статистически значимых различий нет.

11. а) а = 3,0; b = 1,3; r = 0,79; б) а = 5,1; b = 1,2; r = 0,94; в)  а = 5,6;   b = 1,2; 
[image: image413.wmf]r

= 0,97. С увеличением диапазона данных растет и коэффициент корреляции.

Пример выдачи  результатов  регрессии:

	X
	y
	
	
	
	
	
	
	

	30
	37
	
	
	
	
	
	
	

	30
	47
	
	
	
	
	
	
	

	40
	50
	
	
	
	
	
	
	

	40
	60
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	ВЫВОД ИТОГОВ
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Регрессионная статистика
	
	
	
	
	
	
	

	Множественный R
	0,792624
	
	
	
	
	
	
	

	R-квадрат
	0,628253
	
	
	
	
	
	
	

	Нормированный R-квадрат
	0,442379
	
	
	
	
	
	
	

	Стандартная ошибка
	7,071068
	
	
	
	
	
	
	

	Наблюдения
	4
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	
	
	

	
	df
	SS
	MS
	F
	Значимость F
	
	

	Регрессия
	1
	169
	169
	3,38
	0,207376
	
	
	

	Остаток
	2
	100
	50
	
	
	
	
	

	Итого
	3
	269
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Коэффициенты
	Стандартная ошибка
	t-статистика
	P-Значение
	Нижние 95%
	Верхние 95%
	Нижние 95,0%
	Верхние 95,0%

	Y-пере-сечение
	3
	25
	0,12
	0,915451
	-104,566
	110,5664
	-104,566
	110,5664

	Переменная X 1
	1,3
	0,707107
	1,838478
	0,207376
	-1,74244
	4,342437
	-1,74244
	4,342437


12.а) а =24,3; b =  0,36; 
[image: image414.wmf]r

 = 0,561; б) а = 0,5; b = 1,15; 
[image: image415.wmf]r

 = 0,599. Первый пример показывает, сколь большое влияние может иметь единственная точка. Второй пример показывает, как важ​но нанести данные на график, прежде чем приступить к регрессионному анализу: здесь выборка явно разнородна и может быть описана двумя различными зависимостями. Условия применимости регрессионного анализа не соблюдены, и попытка выразить связь единственной линией регрессии несостоятельна.
13. Да. 
[image: image416.wmf]r

 = - 0,68; Р< 0,05.

14. F =15,74; v =1; vвну =40. Полученное значение превышает критическое для данного числа степеней свободы и уровня значимости 0,05 (4,08). Различия статистически значимы. Можно утверждать, что гель с простагландином  Е
[image: image417.wmf]2

 сокращал продолжительность родов.

15. F=64,18; v
[image: image418.wmf]меж

 =4; vвну =995. Различия статистически значимы (максимальную объемную скорость середины выдоха нельзя считать одинаковой во всех группах, F кр = 3,32  для 
[image: image419.wmf]a

 = 0,01).

16. F= 35,25; v
[image: image420.wmf]меж

 =2;vвну = 207; P< 0,01 ( F кр = 4,60  для 
[image: image421.wmf]a

 = 0,01).

17.
[image: image422.wmf]2

c

= 107,485; v = 6; (
[image: image423.wmf]2

c

критич. для 
[image: image424.wmf]a

 = 0,05 равно 12,59). Гипотеза о независимости признаков отвергается, т.е. признаки связаны между собой.

18. Оценки согласованы достаточно хорошо: коэффициент ранговой корреляции Спирмена 
[image: image425.wmf]r

 = 0,89. Коэффициент корреляции Пирсона 
[image: image426.wmf]r

= 0,94; 
19. Ни одного - P=0.21; один - P=0.33; двое - P= 0.25; трое - P=0.12.

20. Критерий  T = 57.5; z = 1.05; p = 0.310. zкрит.= 1.96  (Р>0,05). Различия в содержании сиаловой кислоты у больных инфарктом миокарда с различными сроками госпитализации незначимы.

21.W = 64; n = 11; p < 0.018; Wкрит. = 52 (p = 0.018). Снижение уровня содержания сахара в крови через три часа работы на ультразвуковых установках по сравнению с его уровнем натощак существенное.

22.
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	Двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями

	
	А1
	А2
	А3
	
	
	
	
	
	
	

	В1
	15
	12
	12
	
	ИТОГИ
	a1
	a2
	a3
	Итого
	

	
	14
	14
	8
	
	b1
	
	
	
	
	

	
	15
	13
	6
	
	Счет
	3
	3
	3
	9
	

	В2
	12
	10
	5
	
	Сумма
	44
	39
	26
	109
	

	
	8
	9
	7
	
	Среднее
	14.66667
	13
	8.666667
	12.11111
	

	
	10
	6
	4
	
	Дисперсия
	0.333333
	1
	9.333333
	9.861111
	

	В3
	8
	7
	5
	
	
	
	
	
	
	

	
	9
	5
	4
	
	b2
	
	
	
	
	

	
	6
	6
	3
	
	Счет
	3
	3
	3
	9
	

	В4
	7
	6
	4
	
	Сумма
	30
	25
	16
	71
	

	
	10
	3
	3
	
	Среднее
	10
	8.333333
	5.333333
	7.888889
	

	
	4
	5
	4
	
	Дисперсия
	4
	4.333333
	2.333333
	6.861111
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	b3
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	Счет
	3
	3
	3
	9
	

	
	
	
	
	
	Сумма
	23
	18
	12
	53
	

	
	
	
	
	
	Среднее
	7.666667
	6
	4
	5.888889
	

	
	
	
	
	
	Дисперсия
	2.333333
	1
	1
	3.611111
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	b4
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	Счет
	3
	3
	3
	9
	

	
	
	
	
	
	Сумма
	21
	14
	11
	46
	

	
	
	
	
	
	Среднее
	7
	4.666667
	3.666667
	5.111111
	

	
	
	
	
	
	Дисперсия
	9
	2.333333
	0.333333
	5.111111
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	Итого
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	Счет
	12
	12
	12
	
	

	
	
	
	
	
	Сумма
	118
	96
	65
	
	

	
	
	
	
	
	Среднее
	9.833333
	8
	5.416667
	
	

	
	
	
	
	
	Дисперсия
	12.69697
	12.54545
	6.628788
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	Дисперсионный анализ
	
	
	
	

	
	
	
	
	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F
	P-Значение
	F критическое

	
	
	
	
	Выборка
	265.1944
	3
	88.39815
	28.41369
	4.55E-08
	3.008786

	
	
	
	
	Столбцы
	118.1667
	2
	59.08333
	18.99107
	1.14E-05
	3.402832

	
	
	
	
	Взаимодействие
	10.72222
	6
	1.787037
	0.574405
	0.746782
	2.508187

	
	
	
	
	Внутри
	74.66667
	24
	3.111111
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	Итого
	468.75
	35
	
	
	
	


Таблица интерпретации, составленная по листингу

дисперсионного  анализа
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Из таблицы интерпретации, составленной по листингу дисперсионного анализа видно, что контролируемые факторы А и В и их взаимодействие влияют на укачивание в размере 84,1%. Степень их влияния значима (р<0,001). Из контролируемых факторов наибольшее влияние оказывает фактор В (56,6%) и в меньшем - фактор А (25,2%). Степень влияния взаимодействия факторов А и В на укачивание мала (2,3 %) с уровнем значимости р>0,05). Доля ошибок  (неконтролируемые случайные факторы) составляет 15,9%. 

Более подробную интерпретацию можно посмотреть в работе /47/.

23. Из данных корреляционной таблица пяти факторов XI - Х5 с параметром Y следует, что прямая связь параметра Y установлена с факторами Х2, ХЗ и Х4 , обратная - с факторами XI и Х5. Параметр Y имеет сильную корреляционную связь с фактором Х5 и умеренную - с факторами Х4, X1, Х3. Связь с фактором Х2 -слабая. 

Корреляционная таблица

	
	
	
	
	
	
	

	
	Y
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5

	Y
	1
	
	
	
	
	

	X1
	-0.547  
	1
	
	
	
	

	X2
	  0.280
	-0.360
	1
	
	
	

	X3
	  0.655
	-0.575
	-0.036
	1
	
	

	X4
	  0.638
	-0.347
	  0.043
	 0.450
	1
	

	X5
	-0.771
	  0.381
	-0.165
	-0.347
	-0.569
	1


Построена модель для  Y. Результат показан на листинге по параметрам XI - Х5.

Вывод итогов (листинг результатов) регресионного анализа по x1 - x5
	
	Коэффициенты
	Стандартная ошибка
	t-статистика
	P-Значение
	Нижние 95%
	Верхние 95%

	Y-пересечение
	1.358738754
	45.54289612
	0.029834
	0.97662
	-96.321145
	99.03862

	Переменная X 1
	0.189494693
	1.188618553
	0.159424
	0.87561
	-2.3598408
	2.73883

	Переменная X 2
	119.4796938
	71.71102731
	1.666127
	0.1179
	-34.3253
	273.2847

	Переменная X 3
	3.388309918
	1.212746453
	2.793914
	0.01435
	0.78722516
	5.989395

	Переменная X 4
	0.160891314
	0.151528161
	1.06179
	0.3063
	-0.1641046
	0.485887

	Переменная X 5
	-107.1303358
	30.21837251
	-3.54520
	0.00323
	-171.94236
	-42.3183


Параметр X1 из модели исключаем, т.к. он недостаточно значим (t – статистика  равна 0.159). Проводим решение без X1. Результат в таблице (листинг по факторам X2- X5).

	ВЫВОД ОСТАТКА
	
	

	
	
	

	Наблюдение
	Предсказанное Y
	Остатки

	1
	92.70640924
	-2.706409242

	2
	153.0753122
	32.92468778

	3
	3.958695847
	22.04130415

	4
	146.0510098
	53.9489902

	5
	110.576521
	-28.57652105

	6
	89.83312949
	-39.83312949

	7
	7.433812899
	0.566187101

	8
	12.17795007
	7.822049929

	9
	70.60815103
	-25.60815103

	10
	16.48197713
	-1.481977132

	11
	123.3287145
	-23.32871448

	12
	91.53152222
	-17.53152222

	13
	-6.415910321
	18.41591032

	14
	107.0748257
	12.92517427

	15
	74.54337983
	-36.54337983

	16
	55.6628006
	8.337199396

	17
	98.17997156
	1.820028435

	18
	-1.777078927
	7.777078927

	19
	107.2217035
	10.77829647

	20
	73.7471025
	-1.747102503


Результат регрессионного анализа позволяет сделать ряд выводов. Значение множественного коэффициента корреляции 0.905, говорит о значительной линейной зависимости между факторами и функцией (откликом). R - квадрат равный 0.819 говорит о довольно о высокой степени соответствия регрессионной модели эмпирическим данным. 

Вывод об адекватности построенной модели реальному процессу делаем также на основании результатов дисперсионного анализа. Уровень значимости величины F, на котором отвергается нулевая гипотеза отсутствия влияния факторов на от​клик, незначительно отличается от нуля (1.93E-05). Значение F – критерия равно 16.975. Эти показатели говорят о статистической значимости (достоверности)  модели.

Вклад факторов, включенных в модель (регрессия = 47784), составляет 82% от общей суммы квадратов отклонений прогнозируемого параметра Y (итого = 58340.2), 18% - неучтенные (случайные) факторы (остаток = 10556.18). Этот анализ свидетельствует об информационной способности модели.

Модель имеет вид:


[image: image428.wmf]Y

_

 = 5.9 + 114.4*X2 + 3.3*X3 + 0.16*X4  - 106.5*x5.

Прогноз параметра Y при заданных значений факторов дается по модели


[image: image429.wmf]Y

_

 = 5.9 + 114.4*0.15 + 3.3*25 + 0.16*100  - 106.5*0.5 = 68.4 нКи/кг.

Более подробную интерпретацию можно посмотреть в работе /47/.

24. Дисперсионный анализ повторных наблюдений дает F =  184,50; 

vмеж = 3; vвну = 33 /3/. Различия статистически значимы. Попарные сравнения с помощью критерия Стьюдента показывают, что результаты до курения и вдыхания окиси углерода статистически значимо не отличаются друг от друга, но отличаются от результатов после курения и вдыхания окиси углерода; те, в свою очередь, статистически значимо отличаются друг от друга.

4.5 Активизация надстройки  "Анализ Данных" /41/

Для подключения пакета анализа нужно войти в пункт корневого меню Excel Сервис (рис.4.11) и, выбрав подпункт Надстройки, вызываем одноименное окно диалога (рис.4.12). В нем необходимо включить Пакет анализа, щелчком мыши установив маркер его активности.

Если в списке надстроек отсутствует данный пункт (Пакет анализа), необходимо запустить программу установки Microsoft Office, где выбрав продолжение Добавить/Удалить получаем доступ к Сопровождению, в котором, выделив Microsoft Excel, нажимаем кнопку Состав. В появившемся окне  выбираем Надстройки и, нажатием на Состав, получаем возможность активизировать Пакет анализа. По завершению работы программы установки появляется возможность включить надстройку. (Более подробно об активизации надстройки "Анализ Данных"  написано в /8/).
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Рис. 4.11. В меню “Сервис” выбираем пункт “Надстройки”
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Рис 4.12    После активизации пункта меню “Пакет анализа”

диалог завершается щелчком по OK.

4.6 Проверка данных на соответствие нормальному распределению

В /31/ показан один из способов проверки, является ли закон распределения выборки нормальным. Предлагается набор функций, которые позволяют при их вызове получить ответ в виде надписи NORM или NO_NORM. Ниже приводится текст, который необходимо записать в рабочую книгу. Для этого нужно открыть меню Сервис пункт Макрос и вызвать Редактор Visual Basic. Откроется окно Microsoft Visual Basic. В меню этого окна нужно выбрать последовательно Insert, Macro, Module, откроется лист Module, где следует набрать следующий текст:

Option Base 1

'Функция вычисления дисперсии выборки

Function VAR_1(R_1 As Object) As Double

'Функция возвращает значение дисперсии выборки

'R_1 - массив (анализируемая выборка)

    Dim mas1() As Double

    num_elem = R_1.Count 'вычисление количества элементов в массиве

'Инициализация временных переменных

    Mean_Tmp = 0#

    Var_Tmp = 0#

'Вычисление среднего значения выборки

    For i = 1 To num_elem

        Mean_Tmp = Mean_Tmp + R_1.Cells(i)

    Next i

    Mean1 = Mean_Tmp / num_elem

'Вычисление стандартного отклонения

    For i = 1 To num_elem

        Var_Tmp = Var_Tmp + (Mean1 - R_1.Cells(i)) ^ 2

    Next i

'Вычисление дисперсии выборки

    VAR_1 = (Var_Tmp / (num_elem - 1))

End Function

Function STD_2(R_1 As Object) As Double

'Функция возвращает значение стандартного отклонения выборки

'R_1 - массив (анализируемая выборка)

'вычисление среднеквадратичного отклонения

    STD_2 = VAR_1(R_1) ^ (1 / 2)

End Function

Function NORMSAMP_1(R_1 As Object) As String

'R_1 - массив (анализируемая выборка)

    num_elem = R_1.Count 'вычисление количества элементов в массиве

    Mean_Tmp = 0#

    Abs_Tmp = 0#

'вычисление среднего
    For i = 1 To num_elem

        Mean_Tmp = Mean_Tmp + R_1.Cells(i)

    Next i

    Mean1 = Mean_Tmp / num_elem

'Вычисление абсолютного среднего отклонения

    For i = 1 To num_elem

        Abs_Tmp = Abs_Tmp + Abs(R_1.Cells(i) - Mean1)

    Next i

    Abs_1 = Abs_Tmp / num_elem

    S_1 = STD_2(R_1)

    x_1 = Abs(Abs_1 / S_1 - 0.7979)

    y_1 = 0.4 / (num_elem ^ 1 / 2)

    If x_1 < y_1 Then NORMSAMP_1 = "NORM"

    If y_1 <= x_1 Then NORMSAMP_1 = "NO_NORM"

End Function

После этого можно в любом месте книги вызывать функцию     NORMSAMP_1(), параметрами которой передаются интервалы ячеек, где находятся данные. На рис. 4.13 показан пример проверки, является ли закон распределения нормальным.
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